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ПРЕДИСЛОВУЕ. 


Область интереснаго въ математикф безгранична и много- 
образна; подходя къ ней, не слфдуеть страшиться тайнъ ея 
глубинъ, а стараться преодолфть возникаюш!я трупности, 
руководствуясь свЪтомъ знан!я и строгой логикой ясной мысли. 

Затруднен!я, возникающ1я при ознакомленйи со многими 
вопросами математики, являются главнымъ образомъ въ силу 
того, что приступающ! къ изучен!ю этихъ вопросовъ дфлаеть 
это съ искусственно притупленной способностью воспраятля, 
такъ какъ очевидные недостатки программъ и методовъ препо- 
даван!я являются причиной отсутств!1я должной подготовки и 
необходимыхъ знанй; широк!е горизонты завоеван!й человЪ- 
ческой мысли обыкновенно бываютъь скрыты оть изучающихь 
математику и они не умЪють уважать и съ благоговЪн!емъ про- 
износить имена тЪхъ, кому человЪчество обязано открытиями 
и завоеван!ями мысли въ области науки. 

Но не менфе трудна и популяризащ1я математическихъ зна- 
НЙ. 

При составлен!и этого тома Физико-Математической Хресто- 
мат!и наиболфе ярко выяснилось, какъ трудно собрать необходи- 
мый матер!алъ, съ какими затруднен!ями связано выдфлен!е 
изъ него наиболфе существеннаго и доступнаго пониман!ю не- 
подготовленнаго читателя. ВслЪдств!е этого пришлось привлечь 
къ сотрудничеству цфлый рядъ лицъ, любезно согласившихся 
принять участ!е въ составлен!и этого тома хрестомат!и. 

Совм$стная работа выяснила невозможность включен!я всего 
собраннаго матер!ала въ одну книгу, какъ въ силу рЪзкаго разли- 
ч1я статей по содержан!ю трактуемыхъ вопросовъ, такъ и въ 
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силу значительнаго количества самыхь статей. Поэтому 111 томъ 
Физико-Математической Хрестоматши раздьлень на двЪ книги; 
въ первую вошли статьи, относяцияся къ различнымь отпБламъ 
элементарнаго курса геометр!и, а во вторую — рялъ очерковъ 
по высшей геометрии. 

Изъ статей, вошелшихь въ этоть томъ хрестомат!и, «Очеркъ 
изъ истори геометри» составиль инж. Я. Ц. Гинзэбургь, 
«Геометрическ!е парадоксы и паралогизмы», «Мосты и острова, 
вычерчиван!е фигуръ съ одного почерка, лабиринты» и 4За- 
дачи на вычислен!е геометрической вЪроятности» составлены 
С. Я. Турлыгинымъ, «Симметрия и ея проявленшя въ природ» 
составлены С. М. Терешенковымъ, «Аналитическая геометрия 
на плоскости и въ пространствЪ» составяена Аг. О. Солоно- 
вичъ, а остальныя статьи явились результатомъ коллективнаго 
сотрудничества цълаго ряда кругихъ лицъ. 

ВсЪъ статьи написаны по указаннямъ, планамъ н подъ общей 
редакшей А. А. Лямина. 

Въ концф второй книги 1Ш тома приложенъ библ!ографиче- 
сю Й указатель большей части кмигъ и журналовъ, служившихъ 
матер!аломъ при составлении статей этого тома. 


Изъ истори развитя геометрии’). 


Истор1я геометр1и представляетъь собой особый интересъ, 
какъ яркое, краснорфчивое доказательство творческой силы 
человЪка и ген1альности его ума; она намъ указываетъ, какъ 
изъ смутнаго понят!я первобытнаго человЪфка о пространствЪ, 
постепенно, мало-по-малу, развилась та изящная, грандюзная 
картина человЪческаго знанйя, яснаго и отчетливаго предста- 
влен1я формъ и пространства, какую мы имфемъ въ строгихъ, 
логическихъ трРореншяхъ ген!альныхъь мыслителей, великихъь 
геометровъ и знаменитЪйшихь математиковъ древняго и новаго 
м!ра. Геометр1я—<амая серьезная, глубокая и обширная об- 
ласть математики, создавалась величайшими умами, каковы, 
напр., Фалесъ, Пиеагоръ, Гиппократъ, Эвклидъ, Аполлоний, 
Архимедъ, Птоломей, Паскаль, Декарть, Гауссъ, Лобачевсвий, 
Риманъ и др. 

Понят!я о пространствЪ, формЪ и положен!и принадлежать 
къ числу первоначальныхъ. Съ ними челов$къ долженъ былъ 
быть знакомъ уже тогда, когда его жизнь еще очень мало отли- 
чалась отъ жизни животнаго; эти первоначальныя представлен1я 
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о формЪ и пространствЪз повидимому заходять въ очень пал». 
кое прошлое. 

Раскопки даютъ намъ рфдЮя, необыкновенныя вазы, ие- 
талличесце приборы причудливой формы и т. п., указываю. 
ще, что пространственныя представления входили въ кругь 
понятШ человфка еще въ доисторическя времена. 

Когда человЪфкъ началъ заниматься не только окружающимъ 
его, но и размышлять о немъ, отыскивать различныя причины 
явлен!й, то онъ, повидимому, былъ склоненъ довольствоваться 
первымъ попавшимся объясненемъ, создавая при этомъ цБлые 
фантастическ!е образы, въ которые, можеть быть, вЪрилъ и 
самъ. Наиболфе понятно было для него собственное существо, 
съ которымъ онъ отождествлялъ и друпе одушевленные и неоду- 
шевленные предметы. Не удивительно поэтому, что геометря, 
какъ и вся древняя наука, тБсно переплеталась съ фантасти- 
ческими вЪрованйями, воззрМями, понят1ями и взглядами 
древнихъ на проявлен1я силъ природы. Вь геометрическ1я пред- 
ставлен!я такимъ образомъ былъ внесенъ элементь суевЪр!я- 
Въ болЪфе позднее время, когда геометр1я уже приняла болфе 
логичесюй и строй научный характеръ, она постепенно осво- 
бодилась и оть всего чуждаго ей, непонятнаго и неяснаго, 
отъ всего мистическаго и гадательнаго. 

Наконець, когда человЪфчесю разумъ достаточно расшириль 

свои горизонты, ему удалось проникнуть въ новыя области 
математики, вооружившись тонкими, могучими методами из- 
слЪдован!я, доведя область познан1я пространства до пышнаго 
расцв$та. 
‚ Поняте о томъ, что прямая линйя есть кратчайшее разстоя- 
н{е между двумя точками, вЪроятно сложилось въ умахъ перво- 
бытнаго человЪчества еще на самой низкой ступени его умствен- 
наго развит!я. И 

Уже на зарф цивилизащи человЪфчество изъ обыденной жизни 
должно было имфть поняте о простЪйшихъ фигурахь, каковы, 
напр. треугольникъ, четыреугольникъ и т. под.; но, понятно, 
что оно еще было весьма далеко отъ анан!я даже самыхь про- 
стыхь ихь свойствъ. Первоначальныя основы математическихь 
наукъ вообще возникли тогда, когда человЪкъ получилъ поняпе 
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о МръЪ и числЪ. Съ течентемъ времени, путемъ опыта и наблю- 
дения, онъ находиль, лля отдфльныхь случаевъ, извЪфстныя 
свойства фигуръ принималъ ихь за правила. Всего чаще чело- 
вЪчеству приходилось встрЪчаться со свойствами 1флъ и фи- 
гуръ въ дЪлЪ воздвиган!я построекъ; поэтому первоначально 
геометр!я и носила чисто практическ!й характеръ и была тфсно 
связана съ развитйемъ архитектуры. 

Родиной геометр!и, какъ и всей нашей цивилизащ!и вообще, 
считается Востокъ, при чемъ думаютъ, что геометрля первона- 
чально возникла у халдеевъ и египтянъ, какъ у народовъ, раньше 
другихъ достигшихъ высокой степени культуры. 

Халдеи. Наши свЪдфн1я о геометрическихъ познан!яхъ древ- 
нихъ халдейскихъь ученыхъ слишкомъ скудны, такъ какъ до 
насъ дошелъ только одинъ отрывокъ сочинен1я геометрическаго 
содержан]я, которое принадлежало библ!отекЪ Ассурбанипала *). 
Судя по этому единственному памятнику, изданному и объяснен- 
ному Сэйсомъ, геометрическля фигуры у халдеевъ имЪли значе- 
н1е гадательныхь знаковъ, служившихь для предсказан1я бу- 
дущаго. Въ этомъ памятникЪ старины мы встрЪчаемъ парал- 
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Черт. 1. 


лельныя лин!и (названныя двойными лин!ями), квадратъ, фи- 
гуру съ входящимъ угломъ и систему трехъ треугольниковъ съ 
соотвфтственно параллельными сторонами. Указанйй на то, 
что халдеямъ былъ извЪфстенъ прямоугольный треугольникъ 
въ памятник не имфется. Сопровождающий фигуры текстъ 
содержитъ сумер!йское слово «тим»—что обозначало сперва 
«веревка», а потомъ «прямая лин!я». Отсюда выводять заключе- 
н!е, что у вавилонянъ и уассир1янъ существовалъ, какъ и уегип- 
тянъ, способъ измфрен!я при помощи веревки. ВстрЬчающйся въ 


текстЪ символь Ж Сейсъ переводить, какъ «угловой градусъ», 


*) См. халдеи-_стр. 8 алгебраической хрестомати. 
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на томъ основании, что халлейскимь ге. метрамъ Сыг/, ижЗиль/, 
дЪълен!е окружности на 6 ратныхь чаилей, и уиззаиный суиы, 7 
имфетъ отношен{е къ такому разлЪлен1и,, таиъ изиъ три син- 
метрично пересфкающ!яся прямыя дЪлятъ кругь ва циль 
равныхъ частей. По поняйямъ халлетвъ, длина сиружиити 
равна шести рап!усамъ или тремъ п!зметрамъ, 72и/иъ 0/2- 
зомъ они принимали величину п равной 3. 

Прямой уголъ былъ также извфстенъ халреямъ и ие толь, 
въ примЪфнен1яхъ къ строительному искусству, но и къ гмеТрИ и. 
Смить упоминаетъь о найденной имъ глиняной табличиЪ гео 
трическаго сопержаня, на которой находится р„ышен закачи 
о трисекщи прямого угла. 

Воть почти все, что намъ изефстно о состоями геометрии 
у древнихъ халдеевъ. Одно несомнфино, разеиз4е гесметрыи 
у халцеевъ было ТФсно связано съ каббалистическими возарЪ- 
нтями и толкован1ями, дараемыми ихь учеными разякчнымъ 
геометрическимъ фигурамъ. 


Египтяне. У египтянъ геометр1я зародилась при необхсии- 
мости разбивать землю на участки. Дрезнфйшимь намятнииомь, 
позволяющимъ судить о геометрическихь познан1яхь египтякъ, 
является папирусъ изъ ксллекщи Ринла, написанный Ахмесомь и 
прюбрфтенный Британскимъ Музеемъ*). ОтдЬлъ этого ссчиневя, 
посвященный геометрии, представляеть собсй собравйе разяич- 
наго рода задачъ, большая часть которыхь была взята изъ праи- 
тики. Въ папирусЪ приведено вычислен1е площали четыреуголь- 
ника и круга, при чемъ для опредБлен1я площади круга авторъ 
папируса Ринда находить площадь квадрата, равновеликаго 
кругу, для чего онъ щаиетръ круга дфлить на 9 равныхь частей. 


беретъ изъ нихъ 8и полагаетъ, что площадь мруга равна (2 р) з, 
9 


или 5.2 гдЪ )—маметръ круга. Сравнивъ этоть результать 


3 
съ общеизвфстнымъ выраженемъ площади круга =” ‚ можемъ 
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*) О папирусЪ Ринда см. стр. 6 алгебрамческой хрестоматш. 
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Такимъ образомъ для т получается величина, близкая къ —^, 
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впослфдств!и найденная Архимедомъ существенно другимъ пр1е- 
момъ. Кром$ того, въ папирусЪ даются правила измфрен!я объе. 
мовъ и вмЪфстимости различныхъ помфщен!й, служащихъ для со- 
хранен{я зерна и фруктовъ. Надо замфтить, что эти помфщен!я 
имфли въ разрфзф четыреугольную или круглую форму; ихъ 
объемъ находился умножен!емъ площади основан1я на высоту. 


Въ папирус Ринда находится кромф того окружность, 
внутри которой изображено число 9. На египетскомъ языкЪ 
назван4я окружности и цифры 9 тождественны. Предполагають, 
что причиной этому было дЪлен!е круга на 9 равныхьъ частей, 
для нахожден1я его площади. 


Часть папируса, относящаяся къ геометр!и, озаглавлена: 
«Ухазаная для вычисленя полей» и представляетъ геометрию въ 
этимологическомъ его смыслф—т.-е. землемьтие. 

Пр!емы, приложенные къ измЪрен!ю полей, весьма прибли- 
женны; ихь точность была достаточна только для сельскихь 
Зозяевъ; такъ, напримфръ, площадь четыреугольника получа- 
лась умноженемъ двухъ его сторонъ другъ на друга, а пло- 
щадь равнобедреннаго треугольника находилась умножешемъ 

ой изъ его боковыхъ сторонъ на половину основаня. Но 

египетскимъ геометрамъ были извЪстны и боле точные формулы 
иир!емы для изм5рен1я полей, о чемъ свидЪтельствують 1ерогли- 
фическ!я надписи на Отфнахъ храма, въ Едфу. 
“. Въ папирусЪ$ Ахиеса, кромЪ того, есть глава, посвященная 
вычислению пирамидъ; въ ней авторъ, разсматривая различныя 
соотношен!я между различными частями пирамиды, обнару- 
живаеть нёкоторыя свЪдфн!я о подобных» фигуратз м пропор- 
чональности. Ребро пирамиды египетск{е математики называли 
ратетиз; Эйзенлоръ предполагаетъ, что отсюда и произошло 
гречёское  назване-—пирамида. 

При закладкахъ различныхъ храмовъ для не 
постройки, египтяне прибгали къ особому способу, ‘называв- 
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шемуся «натягиван!емъ веревки». Для этого они при помощи 
астрономическихъ наблюден!й опредЪфляли полуденную лин!ю, 
а затЪмъ строили лин!ю, составляющую съ первой прямые углы. 
Это построен1е выполнялось обыкновенно при помощи веревки, 
натянутой около трехъ деревянныхъ кольевъ, расположенныхъ 
такъ, чтобы стороны полученнаго такимъ образомъ треуголь- 
ника относились между собою, какъ 3 : 4:5 (такъ называемый 
египетский треугольникъ}), и чтобы одинъ изъ катетовъ совпадалъ 
съ лишей мерищана. Другой катетъ, опредЪляя лин1ю востока 
и запада, давалъ возможность правильно построить храмъ. 

Изъ сказаннаго видно, что египтяне умфли производить 
геометрическ1я построен1я; объ этомъ свидфтельствуютъ также 
и фигуры на гробницахъ и стЪнахъ храмовъ; такова, напримЪръ, 
фигура, составленная изъ параллелограммовъ и представляю- 
щая собою также параллелограммъ (4000 лЪфтъ до Р.Х.) ит. д. 

Характерно то, что сохранивш1яся фигуры и изображен1я 
различныхъ предметовъ поражаютъ полнымъ отсутствемъ въ 
нихъь перспективы. Но несомнфнно, что египетск!е художники 
были основательно знакомы съ пропорилональностью и умЪли 
искусно изображать предметы и фигуры въ уменьшенномъ 
масштабЪ. 

Китайцы. ВслЪфдств!е малой доступности памятниковъ ки- 
тайской старины свЪДЪФн1я о состоян]и математическихъ знай 
у китайцевъ очень скудны. 

ДревнЪйц!й изъ сохранившихся памятниковъ математики 
китайцевъ относится, по словамъ самихъ китайцевъ, къ 2637 г. 
до Р. Хр. и носить назван1е: «Девять отдфловъ ариеметики». 
Въ немъ между прочимъ имфется отдфлъ, озаглавленный «из- 
мЪрен!е полей». Въ этомъ отдЪлЪ излагается, какъ производятся 
ариеметическ1я дЪйств1я—умножен1е и дЪлен1е. ЗатЪмъ даются 
способы измЪрен!я полей различныхъ формъ. Площадь треуголь- 
ника опредЪфляется посредствомъ умножен!я его основанйя на 
половину высоты. Для нахожден!я площади круга приводится 
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6 способовъ, которые выражаются формулами: т7; 3 л*1?; 
т 
-5 . 47"; до" 4.2" -2=.!, 373. Отношене окруж- 


ности къ даметру принимается равнымъ 3. 
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Въ другомъ отдфлЪф разсматриваюлся способы измфрен!? 
объемовъ пирамидъ, конусовъ и т. п. Въ этомъ же отлЪлЪ при: 
водится рЪшен!е нЪкоторыхъ стереометрическихъь зэ2рачъ’ по- 
строен1е стфнъ, здан!й, башенъ, рвовъ, укрФпленй и т. п. 

Другое сочинен1е, позволяющее судить о состоянйи геометрии 
у древнихъ китайцевъ называется «Ти!у-Пи» и составлено около 
1100 г. до Р. Хр. въ формЪ д!алога между авторомъ сочиненя 
Тииу-Кунгомъ и знатнымъ лицомъ Шангъ-Кау. 

Въ «Гииу-Пи» утверждается, напр., что искусство считать 
можетъ быть сведено на кругъ и квадратъ, что кругъ произошелъ 
отъ квадрата, а квадратъ отъ прямого угла (т.-е. оть прямо- 
угольнаго треугольника). Тамъ говорится, что если разложить 
прямоугольный треугольникъ на его составныя части и поло- 
жить, что катеты его (ширина и длина) равны Зи 4, то третья 
сторона будетъ=5*); что если сдфлать изъ «внфшнихъ» сторонъ 
прямоугольнаго треугольника прямоугольникъ, то половина 
этого прямоугольника будетъь равна площади треугольника, и 
что наука, при помощи которой устроено все, находящееся подъ 
небомъ (т.-е. въ КитаЪ) основана на числахъ 3, 4 и 5- 

Въ «Гш!у-Пи», между прочимъ, утверждается, что прямой 
уголь (прямоугольный треугольникъ) составленъ изъ трехь 
неизогнутыхъь линШ, что при посредствЪ горизонтально-ле- 
жащаго прямого угла измфряются разстоянйя, что вращенлемъ 
прямого угла получають окружность, что квадрать принадле- 
жить землЪ, а кругъь небу, потому что небо круглое, а земля 
квадратная. 

По «Ти1у-Пи», площадь круга изображаеть собою небо; 
цвфть неба темно-синйй, цвЪФть земли желто-красный. Площадь 
круга образована сочетан1емъ небесныхъ соотношенй между 
числами: снаружи она синяя и черная, внутри красная и желтая. 
Знакомый съ землей можетъ считаться ученымъ, а знакомый съ 
небомъ—мудрецомъ. Знан{е этого основано на прямой лин м. 

Прямая лин1я есть часть прямого угла, а численныя соотно- 
шен!я между частями прямого угла могуть быть приложены 
ко всфмъ фигурамъ. 


*) Это видоиэмфненная, своеобразная формулировка теоремы Пиеагора. 


В НЕ 


Позднфйи!я сочинен!я китайцевъ по математик написаны 
въ эпоху, когда уже могло имЪть мЪсто вллян!е арабовъ и инду- 
совъ, и въ нихъ трактуются, главнымъ образомъ, вопросы прак- 
тической геометр1и. 

Греки. Правильность и простота въ размфрахъ частей раз- 
личныхь египетскихъ сооружен!й перешла и къ грекамъ, у ко- 
торыхъ геометр!я достигла высокаго развит1я и, вЪроятно, 
исключительно грекамъ геометр1я обязана возведенемъ въ науку 
чисто умозрительную. Первоначальныя познан!я древнихь гре- 
ковъ въ геометр!и были, вЪроятно, весьма ничтожны и заклю- 
чались въ знан!и самыхь простыхь геометрическихъь истинъ, 
необходимыхъ при производств построекъ. Съ болЪе сло- 
жными правилами греки познакомились только въ УИ в. 
до Р. Хр., когда начинаются путешеств!я ихь философовъ въ 
Египеть. Почерпнутое у египетскихь жрецовь передавалось 
греческими философами въ различныхъ школахъ, изъ которыхь 
древнфйшая возникла въ Малой Аз1и, вь МилетЪ, и была из- 
вЪстна подъ назван!емъ 1он#ской *). Представителемъ этой школы 
является @алесь изъ Милета (640—556 до Р. Хр.) одинъ изъ 
«семи греческихъ мудрецовъ». Ему приписывается открыт!е тео- 
ремъ о равенствЪ вертикальныхъ угловъ, о равенствЪ угловъ 
при основан]и равнобедреннаго треугольника, о томъ, что кругъ 
длится аметромъ пополамь, о равенствЪ треугольниковъ 
по сторонЪф и двумъ прилежащимъ угламъ. 

Плутархъ утверждаетъ, что Фалесъ скоро превзошелъь по 
своимъ знан1ямъ египетскихъ жрецовъ и привель въ удивлен1е 
египетскаго царя Амазиса, измЪривъ высоты пирамидъ по от- 
брасываемымъ имъ тфнямъ. Фалесъ первый вписалъ въ окруж- 
ность прямоугольный треугольникъ и за это, какъ гсворить ле- 
генда, принесъ богамъ въ жертву быка. 

Вслфдъ за Эалесомъ въ онйской школ славились геометры 
Анаксименъ и Анаксимандръ. 


*) Эвдемъ, ученикъ Аристотеля, написалъ историю геометр!и, извфстную 
подъ названйемъ «Эвдемова Обзора». Эта истор!я утеряна, но до насъ дошли 
извлечен!я изъ нея, приведенныя Прокломъ въ его комментар!и на Эвклида; 
важнфйц!я наши свфдфн!я о состоян!йи геометр!и въ древнихъ философ- 
скихъ школахъ Греши основаны на извлеченняхъ Прокла изъ «Эвдемова 
Обзора», а также на отдЪльныхъ цитатахъ греческихъ и латинскихъ авторовъ. 


ыы 


Ученикъ Анаксимена, Анаксагоръ, послЪди!й представитель 
онской школы, замЪчателенъ своей попыткой, во время за- 
ключен1я въ темницЪ, найти квадратуру круга. 

БолЪе замфчательна пиоагорейская школа, названная такъ 
по имени своего основателя Пиеагора (ум. въ 500 г. до Р. Хр.). 
Жизнь Пиеагора окутана густымъ мистическимъ туманомъ. 
‘`ДостовЪрно лишь извЪстно, что родиной Пиеагора былъ Самосъ, 
что онъ путешествовалъ по Египту, посфтилъ Вавилонъ, пересе- 
лился въ Кротонъ (въ Южной Итал!и), гдЪ и основалъ знамени- 
тое «Пиеагорейское братство», давъ ему уставъ, приближающ!йся 
по своимъ особенностямъ къ правиламъ масонскихь ложЪ. 
Членамъ этого братства запрещалось разглашать открыт!1я и 
учен!я своей школы. Поэтому невозможно сказать, кому именно 
слЪдуетъь приписывать различныя открыт!я пиеагорейцезъ. 
Среди пиеагорейцевъ существовалъ обычай приписывать всЪ от- 
крыт!я великому основателю секты. Самому Пиеагору слЪдуеть 
приписать открыт!е хорошо всЪмъ извЪфстнаго свойства сторонъ 
прямоугольнаго треугольника. 

КромЪф того Пиеагору приписываютъ также одно изъ вели- 
чайшихь Мматематическихъ открыт древняго м!ра-открыт!е 
иуррацлональныхь количествъ. Полагаютъ, что открыте это яви- 
лось результатомъ разсмотрн1!я равнобедреннаго прямоуголь- 
наго треугольника, съ катетомъ, равнымъ единицЪ. Пиеагорейцы 


замфтили, что гипотенуза (при нашемъ обозначен!и равная У2) 
точно не можетъ быть представлена никакимъ извЪстнымъ имъ 
ЧИСЛОМЪ. 

Пиеагорейцы были знакомы съ нЪ$которыми свойствами 
правильныхь многоугольниковз. ИзвЪстно, что звЪздчатый пра- 
вильный пятиугольникъ служилъ знакомъ принадлежности къ 
пиеагорейскому союзу. Знакомство съ правильнымъ пятиуголь- 
никомъ предполагаетъ умфнье раздфлить рашусъ въ крайнемъ 
и среднемъ отношен1и (золотое дЪлен1е). Въ области стереометр!и 
пиеагорейская школа развила учен!е о правильныхь ‘тльлатъ. 
По сообщеню Прокла, Пиеагоръ построилъ такъ называемыя 
космическая фигуры, т.-е. тетраэдръ, октаэдръ, кубъ и икосаэдръ, 
которые представляли соотвфтственно четыре стих!и природы: 
огонь, воздухъ, землю и воду. Существуетъ предане, что Гип- 


пазъ погибъ въ мор потому, что разгласилъ тайну о чшарЪ съ 
двЪнадцатью пятиугольниками». 

Пиеагоръ утверждалъ, что изъ всфхъ тфль прекраснфйшее— 
шаръ, а изъ плоскихъ фигуръ—кругъ. 

Значенйе пиеагорейской школы лучше всего характеризуется 
словами Эвдема: «Пиеагоръ преобразоваль науку геометр!и 
въ форму свободнаго ученйя, потому что онъ разобралъ прин- 
ципы ея до самаго основанйя и изслфдовалъ ея теоремы не ве- 
щественнымъ и разумнымъ путемъ». 

Около 400 г. до Р. Хр. центръ математическаго знамя 
переносится въ Аеины. Софисты и среди нихъ Гипп!й, подго- 
товили почву для аеинской школы математиковъ, связанной 
съ именами Гиппократа, Платона, Эвдоха и Менехма. 

Аеинская школа занималась преимущественно тремя зала- 
чами: удвоен1емъ куба, трисекщей угла и квадратурой круга. 

Никак1я другя математическ1я задачи не изучались такъ 
усердно и упорно, какъ эти три. Надъ этими задачами трудились 
безуспЪшно лучше умы прошедшихь временъ. ВпослЪдстЕи 
и арабы тщетно прилагали къ нимъ свою ученость, и мудрые 
люди эпохи возрожден!я боролись съ этими трудностями, пока 
не пришли къ мысли, подтвержденной потомъ строгими доказа- 
тельствами, что задачи эти не могутъ быть рьшены исключительно 
при помощи циркуля и линейки (при конечном числль построена), 
безъ всякихь другихь инструментовъ, какъ того требовали греки. 
Греками построенйе не считалось геометрическим, если задача 
р%$фшалась посредствомъ черчен!я эллипсовъ, параболъ, гипер- 
болъ и кривыхъ высшихъ порядковъ. 

Пиеагорейцы показали, что площадь квадрата, построеннаго 
на дагонали другого квадрата, вдвое больше даннаго квадрата. 
По аналоги стали искать сторону куба, который бы имфлъ 
объемъ, вдвое больШй, чфмъ объемъ даннаго куба. 

Гиппократъ Х/оссюЙ (около 430 г. до Р. Хр.) первый пока- 
залъ, что задачу удвоен1я куба нельзя рфшить стереометри- 
чески, и что она можетъ быть сведена къ планиметрическому 
построенйю, а именно къ нахожденю двухъ среднихъ пропор- 
цональныхь между даннымъ отрЪфзкомъ прямой и нЪкоторымъ 
другимъ, т.-е. къ нахожден!ю двухъ отрЪфзковъ, которые, будучи 


вставлены между двумя данными, составили бы вмЪстЪ съ ними 
геометрическую прогресс1ю*). Но Гиппократу, понятно, не уда- 
лось отыскать сторону удвосинаго куба съ помощью геометри- 
ческаго построен1я. Занимаясь усердно квадратурой круга, 
Гиппократъ подвинулъ впередъ геометр!ю круга вообще. КромЪ 
того, Гиппократъ достаточно извфстенъ квадратурой своихъ 
луночекъ. Онъ первый написалъ учебииу по элементарной гео- 
метр1и. 

Въ истор!и квадратуры круга еще заслуживаеть вниман]я 
Антифонъ, такъ какъ онъ первый коснулся вопроса, служившаго 
предметомъ горячихъ споровъ между философами того времени, 
отрицавшими возможность совпаден1я многоугольника и круга. 
Существовало мнфн!е, что прямая лин!я никогда не можеть 
совпасть съ окружностью своею частью**). Антифонъ вписывалъ 
въ окружность квадратъ и строилъ на сторонахъ его равнобедрен- 
ные треугольники съ вершинами на окружности, на этихъ сто- 
ронахъь опять строилъ равнобедренные треугольники и т. д., 
иначе говоря онъ вписывалъ въ окружность правильные много- 
угольники о 8, 16, 32, 64... ит. д. сторонахъ, пока не получится 
многоугольникъ, стороны котораго совпали бы съ окружностью 
круга. Этимъ самымъ онъ положилъ начало могущественному 
способу предъловь, оказавшему впослЪдств!и неоцфнимыя услуги 
геометр!и. Способъ этоть былъ извЪстенъ у грековъ подъ назва- 
н1емъ метода исчерпыванй. 

Платонъ (ум. въ 348 г. до Р. Хр.), въ противоположность 
своему учителю Сократу, утверждавшему, что чгеометр!ю надо 
знать настолько, чтобы ум$ть изм$рять свое поле», своимъ уче- 
н1емъ «далъ сильнфйций толчекъ къ развит!ю математики вообще 
и геометр\и въ частности, пробуждалъ постоянно рвен1е къ этой 
наукЪ у тЬхь, кто отдавался философ1и» (Проклъ). Какое зна- 
чен!е придавалось Платономъ вл1ян!ю математики на развит!е 
ума вообще, лучше всего видно изъ знаменитой надписи на фрон- 
тон основанной имъ Академ: «Пусть сюда не входить тотъ, 
кто незнакомъ съ геометрей». 

*) См. статью о энаменитыхъ задачахъ древности. 

**) Предложенное Антифономъ ръшен!е задачи—не есть собственно 


риа ав а круга, а представляетъ преобразован!е круга въ прямолинейную 
игуру. 


Платонъ былъ изобрфтателемъ анадитическаго метода до- 


казательства, заключавшагося въ томъ, что данная теорема 
предполагалась доказанной и изъ этого предположенйя выво- 
дился рядъ слЪдств!й, дававшихъ изслЪдователю руководящую 
нить для рЪшен1я вопроса. 

Дал$е можно указать на Эвдоха Книдскаго Мане Г 
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до Р. Хр.), извЪстнаго своими трудами въ 
Онъ значительно увеличилъ число общихь теоремъ, далъ строгую 
теорлю пропоршй, обосновалъ :такъ-называемое «золотое 


треть призмы, а ко- 
нусъ треть цилиндра, 
имъьющихь сь ними 
одинаковыя основан 
и высоту. 

Ученикь Эвдоха и 

учитель Александра 
Урокъ математики въ древней Греши. Македонскаго — Ме- 
нехмь (375—325 г. 
до Р. Хр.), открылъ коничесюя сБчен!я, при чемь разсмат- 
риваль ихь не какъь плосюя кривыя, а какь линш, на- 
черченныя на конусЪ, прилагая ихь свойства къ рЪшенйю 
задачи о нахожденйи двухь средне-пропорцюнальныхь между 
двумя отрЪзками прямыхъ. 

Послф покорення Аеинъ Филиппомь Македонскимь цвЪть 
греческой учености переносится въ Александрию, основанную 
Александромъ Великимь. Искусный сподвижникъ Александра, 
Птоломей, сумЪлъ привлечь въ Александр!ю наиболЪе замЪча- 
тельныхъ людей того времени. Первые цари изъ династ!и Птоло- 
меевъ были друзьями наукъ, содЪйствовали просвЪщению, 
не боялись его и своими щедрыми пожертвованями. ` создали 
великолЪпныя учрежден!я для содЪйств!я развитию. уттненной 
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дфятельности и для болЪе близкаго ознакомлен|!я съ явлентями 
природы. 

Центральной фигурой АлексанлрИйской школы, быть мо меть 
даже ея основателемъ, былъ Эвкмиъ. Эпоха, которую открывзетъ 
собою Эвклидъ, была золотымь въкомъ греческой геоматри. 
Жизнь Эвклида намъ почти неизвЪстна. Изь того, что нахордимт, 
о немъ у греческихъ и арабскихъ писателей, извЪфстно, что онъ 
былъ однимъ изъ первыхъ, приглашенныхъ преподавать въ зна. 
менитомъ Александр\йскомъ УниверситетЪ, основанномъ Пто. 
ломеемъ |, царствовавшимъ отъ 323 до 283 г. до Р. Хр., что онъ 
былъ человЪкомъ мягкаго характера, скромнымъ и вполнъ и®- 
зависимымъ въ своихъ отношен1яхъ къ Птоломею. 

Эвклидъ является авторомъ нфсколькихъ трудовъ по мат®- 
матикЪ и физикЪ, но слава его опирается на его сочинен!е по 
геометр!и—такъ называемыя «Начала». «Начала» Эвклида РЪ 
течен!е многихъ столЪтИй были единственнымъ рукородствомъ 
въ школахъ. Они были основан1емъ математическаго образора- 
ня всЪхь знаменитыхь людей и великихъь математиковъ, каковы 
Паскаль, Фермать, Декартъ, Лейбницъ, Ньютонъ, Лагранжь 
и мнопе друге. Ни одинъ писатель не находилъ себЪ столь- 
кихь читателей и переводчиковъ, какъ Эвклидъ. Эвклидь 
переведенъ на большую часть языковъ м!ра. Въ Ангщи до самаго 
послфдняго времени преподаван!е геометр!и ведется непосред- 
ственно по Эвклиду, съ очень малыми отступленйями отъ пог- 
линнаго текста. 

Трактать Эвклида состоитъ изъ 15 книгъ. Первыя шесть 
книгь посвящены планиметр!и. Книга 5-я заключаетъ теор!ю 
пропорш въ приложен!и къ величинамъ вообще. 6-я книга 
содержитъ ученйе объ отношен1и, подоб!и фигуръ и пропорцЮ- 
нальности отрфзковъ. Въ книгахъ 7, Ви9 излагается ариеметнка 
или, правильнЪе, теор1я чиселъ. 10-я книга содержитъ теорию 
несоизмфримыхъ чиселъ. Содержан{е 11, 12и 13 книгъ посвящено 
стереометр!и. Книги 14 и 15 принадлежать не самому Эвклиду, 
а приписываются первая—Гиписиклу, а вторая—Дамасшю. 
Въ нихь содержатся свойства правильныхъ многогранниковъ 
(«платоническихъ фигуръ») и излагаются . предложен1я, относя- 
цяся къ комбинац!ямъ правильныхъ тфлъ другъ съ другомъ. 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. т. Ш, ч. [. 2 
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Болышую часть матер!ала Эвклидъ заимствовалъ у выдаю- 
щихся математиковъ, своихъ предшественниковъ. Но онъ при- 
водитъ въ восторгъ своимъ строгимъ, логическимъ ходомъ мы- 
шлен1я. Онъ поражаетъь своей научной точностью. Эвклидъ 
зам$чателенъ, какъ образецъ самаго глубокаго синтеза древнихъ 
геометровъ. Въ «Началахъь» 
Эвклида находится строгое 
разграничен!е опредъленлй, 
общить понятий (аксюмъ)’), 
допущений и — теорем. 
Эвклидъ проводитъ разли- 
че между общимъ поня- 
темъ и допущен1емъ въ 
томъ смыелЪ$, что общее по- 
нят{е (акс1юма), вслЪдств1е 
своей простоты и очевид- 
ности, не можеть быть до- 
казано, а допущенйе есть 
предложен1е не очевидное, 
но которое нельзя дока- 
зать по неуловимости его 
связи съ акс1омами и теоре- 
мами, изъ нихь вытекаю- 


Эвклидъ изъ Мегары, щими. (Ващенко-Захарчен- 


часто смьшиваемый съ Эвклидомъ Але- КО). ИзвЪстная, напри- 
ксавдр!Йскимъ Этотъ портретъ былъ по- мЪръ, одиннадцатая акс!- 
мьщенъ въ одномъ старинномъ издани 


„Началъ“. ома Эвклида есть допу- 


щен1е, которое необходимо 
сдЪлать для теор!и параллельныхь лин. Отличительной 


чертой Эвклида является то, что онъ для доказательства 
теоремы никогда не производить построен1я, не доказавъ 
предварительно возможности его выполнения на основан 
раньше изложенныхъь общихь поняйй или уже предвари- 
тельно доказанныхъ теоремъ. Эвклидъ пользуется всЪми мето- 
дами: синтетическимь, аналиипическимь, апологическимь (пока- 
зательствомъ отъ противнаго) и методом пфедъловъ. 
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*) Словомъ аксюма пользуется Проклъ, но его иЪтъ у Эвклида. 
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Эвклидъ, подобно всфмъ геометрамъ до Архимеда, избЪгаетъ 
измЪрен1я величинъ. Эвклидова теорй1я пропоршй позволяетъ 
изучать соотношентя, не измфряя самихъ величинъ; поэтому его 
опред$лени1я площадей и объемовь отличаются отъ нашихъ 
современныхъ опредЪленй. 


Замфчательно, что Эвклидъ не вычисляетъ объемовъ тфлЛЪ, 
въ образован1и которыхъ участвуетъ кругъ. У него вообще нигдЪ 
ничего не сказано о кругЪ. КромЪ «Началъ», Эвклидъ написалъ 
еще и друпя сочинен1я: «Данныя», «Оптика», «Катоптрика», 
«Начала музыки» и «Гармоническ1я правила». Не дошли до насъ 
его произведеня: «Поризмы», «Перспектива», «Коническ1я сЪ- 
чен1я», «МЪста на поверхности» и «О ложныхъ представлен!яхъ». 


По Шалю, трактать о поризмахь—ю©дно изъ наиболЪе замЪ- 
чательныхъ сочинен!йй Эвклида. Оно извЪфстно намъ только по 
тЪмъ свЪдЬн!ямъ, которыя даны въ «Математическихъ коллек- 
щяхъ» Паппа, писателя 1У вЪка, а также по комментар!ямъ 
Прокла на Эвклида. 


Шаль опредЪфляеть поризму, какъ «предложен!е, въ кото- 
ромъ высказывается н$Ъкоторая истина и при этомъ утверждается, 
что можно всегда найти извЪфстныя вещи, которыя эту истину 
дополняють». Поризмы сходны, какъ по формЪ, такь и по 
содержан1ю, съ большей частью предложен!й новой геометр1и. 


Въ Александр!йской школф’ еще замЪфчателень Кононъ, 
писавШ!Й о «коническихъ сЪчен1яхъ». Кононъ старался опредф- 
лить число точекъ, общихъ кругу и коническому сЪчен1ю или 
общихъь двумъ несовпадающимъ коническимъ сЪчен1ямъ. Кононъ 
началъ писать о «спирали», но умеръ, не давъ доказательствъ 
найденныхъ имъ теоремъ. 


Лекщи Конона заложили фундаментъ для математическихъ 
знан!Й величайшему математику древности, знаменитому Архи- 
меду, творцу механики. 


Архимедъ родился въ Сицил1и въ 287 г. до Р. Хр. НЪкоторые 
историки говорятъ, что онъ былъ родственникомъ сиракузскаго 
царя Герона. Полибй, Титъ-Лив!Й и Плутархъ разсказываютъ 
о необыкновенной и генйальной изобр$тательности Архимеда, 
о построенныхъ имъ машинахь и военныхъь орущяхъ, причиняв- 
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шихъ большя потери римлянамъ, осаждавшимъ его 


городъ подъ предводительствомъ Марцелла. 

Ни объ одномъ изъ геометровъ не сложилось столько удиви 
тельныхъ разсказовъ, изъ которыхъ одни относятся къ его не. 
обыкновенной способности сосредоточиваться на извЪстной 


мысли, забывая все окружающее, а друг!е къ его ген1альной 
изобрЪтательности. Цицеронъ разсказываетъ, что Архимедъ, на 
ходясь на одной изъ пло 
щадей Сиракузъ былъ на 
столько погруженъ въ из- 
слфдован!я свойствъ на- 
черченныхъ. имъ на пескЪ 
геометрическихь Ффигуръ, 
что не замфтиль взятя 
города римлянами. УВви: 
дфвъ приближавшагося къ 
нему римскаго солдата, 
Архимедъ закричалъ: «Не 
испорти моихъ круговъ!» 
Солдатъь же, считая себя 
оскорбленнымъ, убилъ его. 
Римсюй военачальникъ 
Марцеллъ, поклонникъ ге- 
нНя Архимеда, воздвигъ въ 
честь его гробницу, на 


Архимедъ. ы 
(286—212 до Р. Хр.). которой изображенъ былъ 


шаръ, вписанный въ ци- 
линдръ. Архимедъ погибъ въ 212 г. до Р. Хр., 75 лЬть 


отъ роду. 

До насъ дошли слЪдующ!я сочинен1я Архимеда: «О шарЪ и 
цилиндрЪ», «Объ измЪрен!и круга», «О коноидахъ и сфероидахъ» 
(о параоболоидЪ, гиперболоидЪ и эллипсоидЪ вращен1я), «О ге- 
лисахъ» (спирали), «О равновЪС1и плоскихъ фигуръ и ихьъ цент- 
рахъ тяжести», «О квадратурЪ параболы», «О числЪ песчинокъ», 
«О плавающихъ тфлахъ» и «Леммы». Все, что содержать сочине- 
ня Архимеда, принадлежитъ вполнЪ ему и есть результатъ его 
творческаго ген1я. Онъ началъ изслЪдован1я въ той части гео- 
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метри, которая до него не была затронута. Самъ Архимедъ 
изъ всфхЪъ своихъ открыт!й больше всего цфнилъ ТЪ, которыя 
изложены въ книгЪ «О шарЪ и цилиндрЪ». Архимедъ доказалъ, 
что поверхность шара равна учетверенной площади большого 
круга, опредфлилъ поверхность шарового сегмента, доказалъ, 
что объемъ и поверхность шара составляютъ %/, объема и по- 
верхности цилиндра, описаннаго около шара ит. п. 

Обезсмертиль свое имя Архимедъ и теоремами о кругъ, 
доказавъ, что площадь круга равна площади прямоугольнаго 
треугольника, одинъ изъ катетовъ котораго равенъ радусу 
круга, а другой—длинЪ окружности этого круга. Для нахо- 
жден1я длины окружности онъ воспользовался методомъ пре- 
дЪловЪ; находя верхнй и нижн предфлы вписанныхъ и 
описанныхъ многоугольниковъ, онъ пришелъ къ выводу, что 
отношен1е окружности къ д!аметру заключается между числами 
ЗИ и 319|.,. Методомъ предЪловъ онъ пользуется и для опредЪфлен1я 
поверхностей и объемовъ цилиндра и конуса, описывая и вписы- 
вая эти тфла соотвфтственно въ призму и пирамиду, число 
граней которыхъ безгранично возрастаетъ. 

У Архимеда мы находимъ первую идею безконечнаго дробле- 
ня величинъ (дифференщалы), и суммирован!е ихъ (интегралы). 
Въ нашемъ краткомъ историческомъ очеркЪ нфтъ даже возмож- 
ности перечислить всЪ велиюя открытя Архимеда въ различ- 
ныхъ областяхъ математики, его остроумныя, ген!альныя изо- 
брЪтен!я въ области механики. Укажемъ здЪсь только на сл$- 
дующя важнЪфйция его изобрЪтен!1я: полиспасты, безконечный 
винтьъ, Архимедовъ винть, система зажигательныхъ стеколь, 
водяной органъ, геометрическую игру, состоящую въ томъ, что 
квадратъь разрЪфзался на 14 частей, представляющихь разнооб- 
разные многоугольники, и изъ нихъ складывались всевозмож- 
ныя фигуры *). 

«Архимедъ обладалъ такимъ проницательнымъ умомъ, твор- 
чество его было такъ велико, познан1я въ теор!и столь обширны, 
что онъ даже не хотЪлъ писать о своихъ механическихь изобрЪ- 
тен!яхъ, которыя доставили ему тактую великую славу и благо- 


®) См. статью «Складыван!е и переложене фигуръ». 
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даря которымъ ему приписывали не человЪфческя познан1я 
и божественный умъ». (Плутархъ). 

Когда Архимелъ кончалъ свою научно-творческую пЪятель- 
ность, появился не менЪе знаменитый геометръ, прославивиИйся 
своими многочисленными открыт1ями— Аполлон Пергекий, про- 
званный древними великимь геометром»ъ. Жизнь Аполлон!я мало 
извЪстна. Онъ родился сколо 240 г. доР. Хр. и написалъ не дс- 
шедшее до насъ сочинен!е: «О касанйяхъ». Эго сочинен!е солержа- 
ло ршен!е знаменитой такъ наз. «аполлон1евой задачи»: найти 
окружность, касательную кь тремь даннымь окружностямъ. 
Эта задача впослЪфдств!и послужила основан1емъ для усовершен- 
ствован!я геометрическихъ методовъ. (Кэджори). Самое замЪча- 
тельное изъ сочиненй Аполлоня—это его «Коническя сЪчен1я», 
являющ1яся вЪфнцомъ всей греческой геометр1и. Въ этомъ сочи- 
нен1и (въ 8 томахъ), Аполлон!йй объединяетъ работы своихъ пред- 
шественниковъ, излагаеть собственныя изслфФдованя, стре- 
мится связать между собою всЪф сЪчен1я конуса; тремъ различ- 
нымъ родамъ такихъ сЪчен!й онъ даеть имена: эллитеь, парабола 
и гипербола. 

Глубиной мысли и единствомъ взгляда Аполлон! впослЪл- 
сти возбуждалъ восхищен!е геометровъ эпохи Возрожденя, 
когда были впервые переведены его труды. 

Аполлон1й написалъ еще: «О сравнен!и икосаэдра и додека- 
эдра, вписанныхь въ одинъ и тоть же шаръ». 

Архимедъ, занимаясь вычислен1емъ площадей плоскихь фи- 
гуръ, ограниченныхъь криволинейными контурами, далъ тол- 
чекъ геометруи метрической, измърительной, Аполлон!й же, 
строя теор!ю коническихъ сфчен1й и вводя въ разсмотрЪн1е от- 
ношен!е длинъ, далъ толчекъ развит!ю геометруи формь м то- 
ложеная. 

Значен1е Архимеда и Аполлон1я въ истор!и развит!я геометр!и 
лучше всего характеризуется словами Лейбница: «Читая внима- 
тельно сочинен!я Архимеда и Аполлон1я, перестаешь удивляться 
всЪфмъ новЪйшимъ открыт1ямъ геометровт». 

Въ эпоху Эвклида, Архимеда и Аполлон1я греческая геометр!я 
достигла высшей точки своего развитя. Все, послЪдовавшее 
за «золотымъ вфкомъ», не блещетъ уже той яркостью, талантомъ 


и гентальностью. Ученые обращаются больше къ прикладной 
математикЪ, въ особенности къ астрономи. Ближайшимъ круп- 
нымъ математикомъ, около 160—125 г. до Р. Хр. является Гим- 
парть, самый велик!й астрономъ древняго м!ра, положивший на- 
чало математической астроном. КромЪ сочинен!й по астроно- 
ми, онъ написалъ еще сочинен!е по геометр1и: «О хордахъ 
окружности». 

Гиппархомъ также были положены начала тригонометр1и и 
изложены геометрическ1я основы этой науки. КромЪ Гиппарха 
въ этотъ пертодъ заслуживаетъь внимання Никомедь, который, 
по словамъ Прокла, изобрЪлъ конхоиду и при помощи этой кри- 
вой рфшилъ задачи объ удвоени куба и трисекцйи угла. Сл$- 
дуетъь еще упомянуть о Длоклест, который изобрЪлъ кривую, 
извЪстную подъ именемъ чциссоиды. Дюклесу же мы обязаны 
ръшен1емъ задачи: провести плоскость, дълящую шаръ в® дан- 
номъ отношенли. Эта задача поставлена была еще Архимедомъ, 
но онъ ее не рЪшилъ, такъ какъ пытался рЪшить только при 
помощи циркуля и линейки. 

Совершенно особнякомъ стоить математический писатель 
этого пер1ода Геронъ Александулйскай, называемый еще Герономъ 
Старшимъ. Характеръ его геометр!и, изложенной въ сочинени 
подъ назван1емъ П!орга, не греческ!й, а египетскй. Сочинение 
Герона—драгоц$нный памятникъ греческой геометр!и. Древнйе 
всегда отличали практическую геометр1ю отъ геометр1и въ 
собственномъ смыслЪ. 

Въ Порта помощью инструмента, называемаго 0оптиромз, 
рфшается графически на поверхности земли множество вопро- 
совъ практической геометрии. 

У Герона впервые встрфчается формула для вычисленя 
площади треугольника по тремъ его сторонамъ. Сочиненйя 
Герона, удовлетворяя практическимъ потребностямъ своего 
времени, получили широкое распространен{!е. Мы находимъ слЪды 
ихь въ РимЪ, встрЪчаемъ ихь и на Запад$ въ средн1е вЪка; 
они проникли даже въ Индю, 

ПослЪ паденйя династи Птоломеевъ, царствовавшей слиш- 
комъ триста лЪть, Египетъ былъ обращенъ въ римскую провин- 
цию; мЪсто отжившаго свой вЪкЪ язычества заняло христанство; 
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эти великя событ!я, имЪфвцИя болыншое вл1яне на судьбу 
народовъ, отразились и на научномъ развитии александруйской 
школы. 

Старыя учен1я Пиеагора и Платона были замфнены новыми, 
создавшими новое направлен1е— вторую александруйскую школу. 
Съ этого времени мы встрфчаемъ уже не оригинальныхъ писате- 
лей, а только извЪстныхъ ученыхъ-комментаторовъ, вышедшихъь 
изъ первой александрИЙской школы. Велик!я открыт!я въ мате- 
матическихъ наукахъ, доставц!яся на долю древнему му, 
такимъ образомъ были закончены. Представители второй алексан- 
др!йской школы уже не обладали духомъ творчества своихъ 
предшественниковъ, а были только собирателями и толковате- 
лями своихъ великихъ учителей. 

Упадку развит!я математики и наукъ вообще много способ- 
ствовало истреблен1е знаменитой Александр!йской библ1отеки 
императоромъ @Феодосемъ, издавшимъ въ 392 году указъ объ 
уничтожен!и языческихъ храмовъ во всемъ государствЪ. Жертвой 
этого распоряжен!я сдЪфлался и храмъ Сераписа, въ которомъ 
помфщалась громадная библ1отека, основанная Птоломеями и 
обогащенная пожертвован1ями римскихъ императоровъ; она на- 
ходилась въ храмЪ Сераписа еще.со времени осады Александр и 
Юл1емъ Цезаремъ. 

Представителями второй александр!йской школы были Ме- 
нелай, Птоломей, Д!офантъ, Паппъ и др. 

Менелай, живший около 90 г. по Р. Хр., былъ астрономъ и 
геометръ. Изъ сочиненй Менелая до насъ дошло только одно: 
«Сферика». Менелай даетъ теоремы о сферическихъ треугольни- 
кахъ, слЪдуя приблизительно по тому же пути, по которому шелъ 
Эвклидъ при изслфдованйи плоскихъ треугольниковъ. Особенной 
извЪстностью пользуются его двЪ теоремы, такъ наз. «леммы 
Менелая», которыя впослфдств!и были положены въ основан!е 
теор!и сЪкущихъ Карно. Другой представитель второй Алексан- 
дрИйской школы, Клавдй Птоломей, писалъ по астроном и 
геометр!и; познанйя его были громадны. ЕЫограф!я въ точности 
неизвЪстна; его ученую дЪятельность относятъ къ 125—160 г. по 
Р.Хр. Въ своемъ сочинени, извфстномъ подъ именемъ «Альма- 
гест»ь» (очень большой), онъ излагаетъ основы своей «геоцентриче- 
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ской системы м!ра», госполствовавшей до Коперника и Кеплера. 
Въ «Альмагестф», среди иЪсколькихъ интересныхъ геометриче- 
скихъ выводовъ, находится изложен всфмъ извЪстной «Птоло- 
меевой теоремы». Въ этой же кпигЪ привелена таблица хордъ, 
дающая возможность паходить по хорламь двухъ дугъ хорды 
суммы и разности этихъ же дугъ. Птоломей гфлитъ окружность 
на 360 градусовъ, д1аметръ на 120 частей, каждое такое дЪфлен!е 
на 60 частей, которыя снова дфлятся на 60 частей. Части эти 
назывались рат{ез титлИае ритае и ратез тапщае зеситае, от- 
куда и пошли назван]1я: «минута» и «секунда». Птоломей одинъ 
изъ первыхъ положилъ въ геометр!и основан1е методу проекилй, 
который былъ ему необходимъ для устройства географическихъ 
картъ. 

150 лЪтъ спустя послЪ Птоломея жилъ Паппъ, выдающ!йся 
геометръ, авторъ драгоцфннаго памятника для истор1и мате- 
матическихъь наукъ — «Математическихь коллекц!йй». Паппъ 
собралъ въ немъ въ одно цфлое разбросанныя открыт!я за- 
м$чательнЪфйшихъ математиковъ; въ этихъ «коллекц!яхъ» онъ 
приводить наиболЪе любопытныя изъ своихъ предложенйй, 
указываеть на ихъ значен!е, вникаеть въ сущность каждаго 
сочинен1я его предшественниковъ и приводить даже ихъ содер- 
жан]е. 

Ему принадлежитъь открыт!е свойствъ директриссы кони- 
ческихъ сЪченй. Паппъ далъ рЪшен!е задачи: в. данную окруж- 
ность вписать треугольникь такз, чтобы его стороны пфото- 
дили черезь 3 данныя точки. Эта задача можетъ служить прим$- 
ромъ силы его геометрическихъ талантовъ. Лишь въ ХУ] сто- 
лфт1и задача эта была обобщена Крамеромъ (три точки произ- 
вольно расположены), а еще позже Понселе. Ему принадлежать 
также теоремы объ объемахъ и поверхностяхъ тфлъ вращен!я, 
извфстныя въ настоящее время подъ названйемъ теоремъ Гюль- 
дена. 

.Распаден1е Западной Римской импер!и нанесло окончатель- 
ный ударъ второй александр!йской школЪф—она перестала 
существовать. Научная дЪятельность была перенесена въ Аеины 
— первоначальный центръ эллинской культуры. Образовавшаяся 
авинская школа существовала весьма недолго, а именно до конца 
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У] в. Ученые этой школы, наиболЪе замЪчательными представи- 
телями которой были Проклъ и Евток, занимались изученемъ 
н толкован!емъ древнихъ греческихъ писателей. 


Проклъ Д1адохъ (наслфдникЪъ) своими работами еще нЪкото- 
рое время поддерживалъ угасавшее развит!е наукъ; онъ, напр., 
комментировалъ сочинен1я Платона. Самое замЪфчательное его 
сочинен!е — комментар!и на первую книгу «Началъ» Эвклида. 
Комментар!и эти отличаются своей полнотой и цфнны съ исто- 
рической точки зрЪная. 


Евток!й написалъ комментар!и къ книгамъ Архимеда «объ 
измЪ5рен!и круга, о шарф и цилиндрЪ, а также къ «коническимъ 
сЪфчен1ямъ» Аполлон!я. 


Въ УПГ вЪкЪ, послф паден1я аеинской школы, въ Визант!и 
образовалась новая школа-—византийская—<уществовавшая до 
ХУ стольтя, когда Константинополь былъ взять турками. 
ВизантШйская школа, какъ и предшествовавшая ей аеинская, 
не дала ни одного сколько-нибудь замЪчательнаго математика. 
Ученые визант!йской школы были погружены въ богословские 
и грамматическе споры; изучен!1ю точныхъ наукъ они не прида- 
вали никакого значен!я. Въ византййской школЪ болЪе извЪ- 
стенъ Геронъ Младийй, написавцИй сочинен1е подъ назван!емъ: 
«Геодез!я». Цфлью его книги было представить въ болЪфе сокра- 
щенной формЪ открыт!я древнихъ ученыхъ и сдфлать ихъ болЪе 
доступными въ эпсху невЪжества. Въ предислов!и къ книгЪ 
Геронъ упрекаетъ современныхъ ему ученыхъ въ томъ, что они 
обращаютъ вниман1е на красоту слога болЪе, чЪмъ на содержане 
и идею сочиненй. Геронъ упрекаетъ византййскихъ писателей, 
которые напрасно теряютъ труды и время на составлеше 
пустъйшихь сочиненй и, въ противоположность ихъ болтли- 
вости, приводитъ индусскихъ мудрецовъ, отличающихся крат- 
костью и простотой изложения. 


«Геодез1я» Герона посвящена измЪрен1ю плоскихъ и круглыхъ 
поверхностей, измЪрен1ю объемовъ и задачамъ на дЪлене по- 
верхностей и объемовъ. Доказательства, въ противоположность 
великимъ ученымъ первой александр!йской школы, построены 
кратко и просто. 
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Римляне. Первые вЪка владычества римлянъ, протекше 
въ безпрерывныхъ войнахъ, прошли совершенно безцвЪтно 
въ смысл развит!я математическихъ наукъ, которыя были 
въ крайнемъ пренебрежен!и у римскаго народа; римляне посвя- 
щали себя больше всего военному искусству и краснорЪч!ю. 
Цицеронъ говоритъ, что его соотечественники мало занимались 
геометр1ей. Вся римская геометр!я, носившая практический, 
прикладной характеръ, напоминала египетскую и имфла свое 
начало въ РимЪ въ эпоху Юл!я Цезаря, который приказалъ 
произвести генеральное размежеван!е государства для введен!я 
правильной системы взиман!я податей. Самыя древн!я сочиненйя 
римлянъ по геометр!и-это сочинен1я римскихъ землемЪровъ, 
носившихъ названйе ртотаИс!. Существовавший у римлянъ 
обычай разбивать землю на участки, прямоугольной и квадрат- 
ной формы, упрощалъ дфло и значительно уменьшалъ размфры 
необходимыхъ геометрическихъ свЪдЪфн!й. Оттого въ сочинен1яхъ 
римскихъ громатиковъ опредЪлен1я и сравнительныя геометри- 
ческ1я понят!я совершенно отсутствуютъ, правила формулиро- 
ваны безъ всякихъ доказательствъ, примЪфры рЪшены безъ вся- 
кой точности и большей частью неясно. 

Въ началЪф среднихъ вЪковъ латинск!Й Западъ все болЪе и 
болЪе погружался съ густой мракъ самаго грубаго и глубокаго 
нев жества. Лишь въ Бенедиктинскихъ монастыряхъ теплился 
‚интересъ къ знан!ю и не совсЪмъ еще угасла наука, хотя и 
тамъ ею интересовались по стольку, по скольку это было нужно 
для опредфлення дня Пасхи. ВсЪ усил!я тогдашнихъ ученыхъ, 
если ихъ можно такъ назвать, были обращены къ составлен!ю 
сочинен!й религозно-схоластическаго характера. 

Во второй половин УПП вЪка императоръ Карлъ Великвй 
задумалъ поднять упавшую науку, приказавъ открывать школы 
при церквахъ и монастыряхъ. Но особенно двинулъ впередъ 
интересъ къ заснувшему было знан!ю скончавш!йся въ 1003 году 
французъ Гербертъ, взошедш!Ий на папск!й престолъ подъ име- 
немъ Сильвестра 1. Это была высокодаровитая, выдающаяся 
личность своего времени. Въ области геометр!и ему принадле- 
жить руководство, въ которомъ, между прочимъ, говорится, 
какъ изм$рять высоту недоступнаго предмета; въ этомъ руковод- 
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. ствЪ рЪшается также трудная для того времени Задача о нахо- 
жден!и катетовъ прямоугольнаго треугольника по гипотенузЪ 
и площади. Къ концу ХГи началу ХИ вЪка на ЗападЪ начинаетъ 
воскресать интересъ къ наукамъ въ монастырскихъ школахъ. 
Съ разрЪшен1я духовныхъ властей частные учителя селились 
возл школъь и читали въ нихъ лекши по теологи, логикЪ 
и праву. ВозлЪ такихъ центровъ росло число студентовъ и обра- 
зовывались общества учителей и ихъ слушателей. Возникш!е 
такимъ путемъ университеты, сперва ютивш!еся у монастыр- 
скихъ стЪФнъ, постепенно завоевывали себЪ самостоятельность 
и добивались со стороны государства нфкоторыхъ привилегмй, 
напр., права присуждать ученыя степени, дававиия возможность 
повсемЪстнаго, свободнаго преподаван!я въ королевствЪ и т. п. 
На судьбу и дальнЪйшее развит!е наукъ въ университетахъ гро- 
мадное вл1ян1е оказали арабы, сохранивш!е для европейскихъ 
народовъ творен1я великихъ философовъ древняго м!ра. При 
посредствЪ сарацинъ, благодаря испанскимъ маврамъ и евреямъ, 
сокровища науки древнихъ грековъ не пропали безслЪдно. 

Но прежде чЪмъ остановиться на той роли, какую сыграла 
арабская наука въ истор!и геометр!и, необходимо ознакомиться 
съ состоянйемъ геометр!и у древнихъ индусовъ, которые, благо- 
даря торговымъ сношенямъ арабовъ съ Иней, хотя и въ мень- 
шей степени, ч$мъ греки, имЪли неспосредственное вл1ян{е на 
арабскую культуру. 

Индусы. Въ то время, какь творческй духъ грековъ началъ 
терять въ глубинЪ и блескЪ, на противоположной части земного 
шара, въ Индостанф, другая ар1йская раса — индусы — стала 
обнаруживать блестящия математическ1я способности. Но не 
въ области геометр!и прославились они, а въ области ариеметики 
и алгебры. Въ геометр1и они были даже слабЪе, чфмъ греки въ 
алгебрЪ. 

Нащюнальной чертой индусскаго ген!я, создавшаго даже 
свою религю, была склонность къ философскому созерцан!ю 
и кь умозрфнямъ, стремившимся проникнуть въ сущность 
вещей. Стремясь къ познан!ю внутреннихъ отношен!й между 
явлен!ями, индуссюе философы мало интересовались внЪфшними 
формами. Поэтому индусы рЪ3зко отличались отъ грековъ, 
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для которыхъ много значила форма. Геометр1я, гдЪ такъ много 
дЪла съ формой, не привлекала инлусскимъ мудрецовъ. Дру- 
гое дЪло— наука о числахъ. Много привлекательнаго было для 
мистически настроеннаго ума индусовъ въ изучен!и взаимныхъ 
отношен]й между числами, приводящими иногда къ столь не- 
ожиданнымъ результатамъ. Геометр!я индусовъ, составлявшая 
лишь часть ариеметики, не походила на строгую, научную си- 
стему греческихъ геометровъ. Объ акс1омахъ и доказательствЪ 
теоремъ у нихъ н$тъ и помину, такъ какъ индусске математики 
искали только числовыя соотношен1я между различными ча- 
стями данной фигуры, нисколько не заботясь и не обращая 
вниман!я на ея свойства. Основное начало, которымъ индусы 
руководствовались при выводЪ геометрическихъ истинъ-—это 
принципъ наглядности. О справедливости предложен!й они за- 
ключали прямо изъ чертежа, расположеннаго такъ, что пред- 
ложен!е дЪлалось какъ бы очевиднымъ, какъ логическое слЪд- 
стве построен!й. ВмЪсто всякихъ разсужден1й, рядомъ съ чер- 
тежомъ, они писали одно слово: смотри. 

Непр1ятной чертой индусскихъ математиковъ является то, 
что сочинен!1я ихъ написаны въ стихотворной формЪ и выражены 
мистическимъ языкомъ. 

Самое древнее изъ извЪстныхъ сочиненйЙ на санскритскомъ 
языкЪ называется «Сальвасутры», что значить «правила ве- 
ревки»; оно представляетъ собой произведен!е геометрически- 
теологическаго характера, въ которомъ даны правила, какъ 
строить жертвенники. Для проведен1я при псстройкахъ взаимно- 
перпендикулярныхъ лин!Йй примЪнялись треугольники со стс- 
ронами 3, 4, 5и5, 12, 13. 

ДревнЪйшИй изъ извЪстныхъ намъ индусскихъ астрономовъ 
Арьябхатта, родившийся въ 476 г. по Р. Хр., посвятилъ матема- 
тикЪ третью главу своего знаменитаго сочинен1я, подъ назва- 
н1емъ «Арьябхатт!анъ». Глава эта называется: «Начала счисле- 
-н1я» и въ ней содержится, кромЪ ариеметическихъ правилъ, н$- 
сколько геометрическихъ предложений. 

ПослЪ Арьябхатты жилъ Брахмагупта, родившийся въ 598-мъ 
году по Р. Хр.; онъ написалъь сочинен!е «Брахмаспхута-сидда- 
ханта, т.-е, «Улучшенная система Брахмы». Вся геометрическая 
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часть сочинен1я Брахмагупты занята главнымъ образомъ на- 
хожден1емъ въ рацюнальныхъ числахъ рад!уса окружности 
и площадей вписанныхъ въ нее треугольника и четыреуголь- 
ника, въ функц!и ихъ сторонъ. 

Въ течен!е 500 лЪтъ, послфдовавшихъ послЪ Брахмагупты, 
до появлен1я трактата Бхаскары «Сиддхантасиромани» *) — 
геометрая индусовъ сдЪлала мало успфховъ. 

Бхаскара, по прозвищу Ачьяра или Мудрецъ, родился въ 
1114-мъ году. Въ двухъ математическихъ главахъ своего сочи- 
нен1я, названныхъ «Лилавати»—<Прекрасная», т.-е. «благород- 
ная наука», Бхаскара обращаетъ особенное вниман!е на точ- 
ность выражений и представлен!й и обнаруживаетъ иногда даже 
попытки приводить нЪФчто въ родЪ доказательствъ. Бхаскара 
находитъ площадь треугольника, какъ половину произведенля 
основан!я на высоту и для доказательства строитъ на основан!и 
треугольника прямоугольникъ, высота котораго равна половинЪ 
высоты треугольника. 

Бхаскара указываетъ, что для опредфлен!я четыреугольника 
недостаточно четырехъ сторонъ, но необходима еще и д!агональ; 
занимается также нахожден!емъ длины окружности и площади 
круга, опредЪ$ляетъ поверхность и объемъ шара и принимаеть 
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въ истор!и индусской геометр1и, встрЪчаются лишь коммента- 
торы, которые пишутъ прим$чан1я къ сочинен1ямъ Бхаскары, 
не всегда даже хорошо понимая ихъ. 

Арабы. Когда искусства и науки клонились уже къ упадку, 
когда пожаръ великолфпной библютеки Птоломеевъ, драгоцфн- 
ной сокровищницы вс$хъ произведен1й ген1я и образованности 
десяти столЪт, пслужилъ сигналомъ къ варварству и долгой 
тьмЪ, сбъявшей умъ человЪческ!й, въ это время Египетъ сдЪ- 
лался добычей арабовъ, которые принялись за возстановлене 
наукъ. Наклонность и ревностная любовь арабовъ къ наукамъ 
развилась быстро въ УП вЪкЪ, когда началось царствован!е 
Абассидовъ. Эти государи, благородные подражатели египет- 


*) См. П томъ Физ.-Мат. Хрестомати. 
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скихъ Птоломеевъ, сосредоточили въ своей столицф таланты 
всего м!ра. Они дЪятельно собирали всЪ знан!я, которыя могли 
найти у народовъ, покоренныхъ преемниками Пророка. Арабы 
сдфлались владЪфтелями и единственными хранителями всЪхь 
сокровищъ науки, при чемъ греки и индусы являлись главными 
вкладчиками въ этотъ научный капиталъ. 

Въ рукахъ арабовъ геометр1я, за исключенйемъ вычислен1я 
сферическихъ треугольниковъ, осталась на прежней степени 
развит!я. Въ своихъ собственныхъ трудахъ по геометрйи арабы 
ограничивались тфмъ, что удивлялись греческимъ сочинен1ямъ 
и комментировали ихъ, какъ бы видя въ нихь крайнйй пре- 
ДЪлъ науки. Элементы Эвклида были первымъ сочиненемъ, 
которое перевели арабы (въ УП вЪкЪ, въ царствован1е Аль- 
манзора). Благодаря просвъщенному поощренйю калифа Аль- 
Мамуна, который началъ царствовать въ БагдадЪ въ 814-мъ 
году, вскорЪ сдфлались извЪфстными сочинен1я Архимеда, 
Аполлон1я, Менелая и «Альмагестъ» Птоломея. Три брата 
Магометъ, Гамедъ и Газенъ, сыновья Музы-бенъ-Шакера, про- 
славились переводами многихъ греческихъ и индусскихъ сочи- 
ненйй и своими собственными трудами по всфмъ областямъ 
математики. 

Въ самомъ древнемъ памятникЪ арабской геометр!и, напи- 
санномъ Магометомъ-бенъ-Муза-Альхуаризми, подъ назван1емъ 
«Алгебра» *) находимъ предложен1е о квадратЪ гипотенузы, 
(названное фигурой невъсты) для простЪйшаго случая, когда 
прямоугольный треугольникъ равнобедренный. Въ этомъ со- 
чинен!и заключается также вычисленйе высоты и плсщади тре- 
угольника въ функщи его сторонъ, опредЪляется плсщадь парал- 
лелограмма, поверхность пирамиды и объемъ усЪченной четыре- 
угольной пирамиды. 


Тебетъ-бенъ-Коррахъ (836—901), ученикъ Магомета-бенъ- 
Музы, былъ знаменитый геометръ, владфви!й геометр1ей во всемъ 
ея объемЪ. Сочинен!е Тебета-бенъ-Корраха вызывало любо- 
пытство современныхъ геометровъ, такъ какъ онъ въ немъ по- 
казываетъ, какъ прилагать алгебру къ геомепири. 


*) См. стр. 14 алгебраической хрестомат!и. 
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Магомету изъ Багдада, геометру Х столЪфт!я, приписываютъ 
изящзое изслфдован!е о раздфлен!и фигуръ и поверхностей 
на части, пропорцюнальныя даннымъ числамъ, посредствомъ 
прямыхъ, проведенныхь подъ извфстнымъ услов!емъ. ЁЕму 
впослфдств!и подражали всф новые геометры въ сочинен1яхъ 
по геодези. 

ВажнЪйшей заслугой арабовъ въ геометр!и является прило- 
женле алгебры кз геометууи, вслЪдстве этого геометр1я получила 
необыкновенную общность, изъ науки конкретной она сдЪла- 
лась наукой отвлеченной, глазъ пересталъ участвовать въ гео- 
метрическихъь изслЪфдован!яхъ, чертежъ пересталъь им$ть зна- 
чен!е, и всЪ теоремы стали выражаться значительно прощз. 

ИзслЪдуя геометр1ю и алгебру индусовъ, одну при помощи 
другой, благодаря взаимной поддержкЪ, оказываемой пругъ 
другу этими науками, арабы сообщили математикЪ тотъ особый 
и оригинальный характеръ, который перешелъ къ европейцамъ, 
и въ ихь рукахъ послужилъ въ ХУ[ столфт!и основой для быстро- 
развившагося превосходства новой науки передъ древней. 
Каждую геометрическую теорему или задачу старались выразить 
съ помсщью алгебраическихъ комбинашй, и обратно, въ каждой 
алгебраической формулЪ старались, если возможно, найти 
геометрический смыслъ. Отсюда вытекла аналитическая геометрля 
и построен1е алгебраическихъ выражений, а также воображаемая 
геометиля, какъ относительно пространства трехъ измЪренй, 
такъ и относительно отвлеченныхъ пространствь измтъреняй 
выше третьяго. 

По мЪрЪ того, какъ алгебра все болЪе и болфе обнимала 
геометр1ю, падаль глубок синтезъ древнихъ геометровъ, и 
самыя глубовя изслфдован!я стали производиться механически, 
а усиленная дфятельность ума, съ помощью которой древн!е 
открывали самыя запутанныя связи между геометрическими 
величинами, начала значительно ослабЪвать. 

Въ то время, какъ арабы проходили быстрый и блестящий 
путь въ дЬлЪ науки, европейцы еще были погружены въ полное 
невфжество. Лишь, начиная съ ХИ столЪт1я выказываются, пер- 
выя умственныя стремлен1я въ ЕвропЪ и дфлаются многочислен- 
ныя попытки перенести сюда древнюю науку, сохраненную и 
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пополненную арабами. Движен!е это повторяется съ новой си. 
лой въ срединЪф ХУ столЪт!я; съ этого времени, подъ руноРой- 
ствомъ знан!я, почерпнутаго изъ греческихъ руксписей, гопго- 
товляются велик!я открытя ХУ вфка, которыя служАтъЪ нка- 
чаломъ неизм$римаго превссходства новыхъ нароповъ перепь 
древними въ области математики. 

Тринадцатый вфкъ представляеть новую эру въ истори 
науки. Въ этомъ вЪкЪ распространяется арабская система счи- 
сленя, алгебра и мномя важныя сочинен1я греческой школы; 
этимъ подготовляется эпоха Возрожден1я. 

Эта эпоха богата великими умами. Мы здесь встрЪчаемъ 
имена |ордана, Леонардо Фибоначчи изъ Пизы, Кампана изъ 
Новары, Рожера Бэкона и др. 

юрданъ изъ Саксон!йи, генераль доминиканскаго ордена, 
написаль нЪсколько работь по геометр!и, алгебр и меха- 
НИКЪ. 

Леонардо Фибоначчи изъ Пизы первый познакомиль евро- 
пейскихъ ученыхъ съ алгеброй и съ арабской системой счисления. 
Въ 1220 году Фибоначчи издалъ «Ргасйса реотеёпае», въ ко- 
торомъ онъ съ геометрической строгостью и яснсстью передаеть 
все, что имфется у Эвклида и Архимеда объ измфрени площа- 
дей прямолинейныхь и криволинейныхъ фигуръ, о кругЬ и 
шарф и объ измЪрен!и объемовъ; онъ даеть изящное доказа- 
тельство теоремы о томъ, что меданы треугольника пересЪфкаются 
въ одной точк$, теоремы, извЪстной еще Архимеду, но не дока- 
занной имъ. Фибоначчи доказалъ также, что квадратъ д1агонали 
прямоугольнаго параллепипеда равенъ суммЪ квадратовъ трехь 
его измЪренй. Въ своихъ доказательствахъ Леонардо пользо- 
вался и алгеброй. 

ЖившИй въ концф ХИП столЪт1я Компань Новарский, пере- 
велъ съ арабскаго 13 книгъ Эвклида и снабдилъ ихъ коммента- 
р#ями. Благодаря этому труду геометр!я распространилась 
въ ЕвропЪ. ДалЪе слЪдуетъ Рожерь Бэконъ, одинъ изъ гешаль- 
нЪйшихь людей среднихъ вЪковъ; онъ занимаетъ первое мЪсто 
въ ряду лицъ, способствовавшихъ возрожден!ю наукъ. Бэконъ 
содЪйствовалъ въ особенности успфхамъ математики, указывая 
въ многочисленныхъ своихъ сочинен1яхъ то важное мЪсто, кото- 
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рое математика занимаетъ въ ряду другихъ отраслей знания, и 
ту пользу, которую она можетъ оказать во всЪхъ основанныхъ 
на ней научныхъ изслфдован1яхъ. Бэконъ утвержлалъ, что «лишь 
божественная математика, являющаяся азбукой философии, 
способна очищать мысли и подготовить человЪка къ усвоенй1ю 
всякихъ знан1й». 

Четырнадцатое столфт!е является въ истор1и среднихъ вЪ- 
ковъ менфе блестящимъ, ч$мъ ХИ[-ое. Причина этого заклю- 
чается въ томъ, что новыя и важныя произведен!я, прославив- 
ш!я имена Фибоначчи, [ордана, Компана, Бэкона и др., должны 
были обдумываться и изучаться въ тишинЪ, чтобы быть вполнЪ 
усвоенными и принести пользу. Математическ!я науки расши- 
рились и не сводились уже на простое воспроизведен!е или 
подражан1е немногимъ арабскимъ сочинен1ямъ; дЪлались пер- 
выя попытки примфнить пр!обрЪтенныя знан1я и итти далфе; 
умы подготовлялись къ быстрой и общей эволющи, которая 
повела бы за собою въ слфдующемъ столЪт!и обновлен!е наукъ. 

Первая треть ХГУ столфт!я дала наукЪ человЪка, который 
прюбрфлъ громкую извфстность своими познан!ями въ филосо- 
ф!и, математик, теологии и въ арабской литературЪ, именно 
Томаса Брадвардина, епископа Кентербер!йскаго. Его сочинен!е 
подъ заглав!емъ «Сеоте{иа зресШаИуа» дЪлаетъ честь ХУ вЪку. 
Въ немъ излагается теор1я ЗвЪздчатаго пятиугольника, той 
самой пятиугольной звЪфзды, которая служила гербомъ пиеа- 
горейцевь и которой приписывались различныя мистическя 
свойства и придавалось сверхъестественное значен!е. Даже 
въ ХУ! столЬт1и знаменитый химикъ Парацельсъ считалъ пра- 
вильный звЪздчатый пятиугольникъ символомъ здоровья. Брад- 
вардинъ первый далъ теор!ю звЪздчатыхъ многоугольниковЪъ, 
способы ихъ построен!я, нахожден1я суммы ихъ угловъ, а также 
изложилъ геометрическя свойства изопериметрическихъ фигуръ. 

Въ четырнадцатомъ столЪти прославился нормандскИй епи- 
скопъ М№с01е Огезте, изложиви!й принципъ открытаго впослЪд- 
стви Декартомъ способа графическаго изображен1я соотношен1й 
между двумя перемфнными величинами при помощи метода коор- 
динатъ. КромЪ того слфдуетъ упомянуть кардинала Николая 
Куза, противника схоластической философ!и, извЪстнаго своими 
многочисленными попытками найти квадратуру круга. 


Наступаеть ХУ вЪкъ —начало эпохи возрожден!я наукъ въ 
Западной ЕвропЪ. СлавЪ этого вЪка содфйствовало изобрЪте- 
не книгопечатан1я, этого могущественнаго рычага для умствен- 
наго развит!я народовъ, и завоеван!е Константинополя, благо- 
даря которому Европа прюбрЪла искусства, литературу, фило- 
соф!ю и науки древней Греши. 

ХУ столЪие дало двухъ знаменитыхъь живописцевь Аль- 
брегта Дюрера и Леонардо-да-Винчи, которые должны быть 
отнесены къ числу ученфЪйшихь геометровъ своего времени. 

Первый изъ нихъ-—Дюреръ (1471—1528) написалъ сочинен!е 
по геометр1и для архитекторовъ и живописцевъ. Онъ указы- 
ваетъ способы чэрченйя различныхъ кривыхъ лин!й. У него мы 
находимъ спиральныя лини-—плосвя, цилиндрическ1я, сфериче- 
скя и коническ!я, черчен!е эллипса, вписыван!е въ окружность 
различныхъ многоугольниковъ, а также попытки найти квадра- 
туру круга. 

Леонардо-да-Винчи (1452—1519), одинъ изъ величайшихъ 
художниковъ Итал!и, принадлежить къ числу тЪхъ р$дкихъь 
ген1евъ, которые съ одинаковой легкостью работали во всЪхъ 
областяхъ человЪфческаго знан!я. Въ истор!и каждой изъ этихъ 
областей имя его находить себЪ мЪсто. Онъ въ особенности 
занимался математикой и науками, къ ней соприкасающимися— 
физикой, рац!ональной и практической механикой, музыкой ит.д. 
Построен1е правильныхъ вписанныхъ многоугольниковъ обра- 
тило на себя особое вниман!е Леонардо-да-Винчи. Приближенное 
построен1е правильнаго семиугольника по его способу, между 
прочимъ, считалось вполнф точнымъ. ЗамЪчательно и его рф- 
шен!е квадратуры круга безъ помощи циркуля и линейки. 
(СлЪдъ отъ каченйя по плоскости цилиндра съ высотой, равной 
половинЪ его рад!уса, при одномъ оборотЪ, даетъ прямоуголь- 
никъ, равновеликй площади круга основан!я). Леонардо-да- 
Винчи, Дюреръ и итальянск! математикъ Тартал!а, умер- 
шй въ 1557 году, широко развили методы древнихъ геометири- 
ческихь постироенлуй, введя еще одно ограничен1е, а именно 
пользован!е при построеняхъ только однимъ циркулемъ, 
хотя общую теор1ю этихъ построен!й далъ уже значительно 
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области геометр!и прославились Кеплер», знаменитый фран- 
цузск!й алгебраисть Вета и Гюльдеть. 

Кеплеръ (1571 — 1630) въ своемъ безсмертномъ трорени 
«Нагтоп!сез Мипа!» (1619 г.) далеко подвинулъ впередъ теор1ю 
звЪздчатыхъ многогранниковъ, бывшихъ любимымъ предметомъ 
его изучен!я. Еще въ древности, благодаря идеямъ гиеагорей- 
цевъ, пять правильныхъ тЪлъ («космическая фигуры»), играли 
настолько большую роль, что ихъ разсматривали, какъ конеч- 
ную цфль, къ которой стремятся научные труды гесметровъ. 
Кеплеръ подчеркивалъ идею непрерывности въ геометр!и, раз- 
сматривалъ параболу, какъ предфльный случай эллипса или 
гиперболы, и принималъ параллельныя лин! сходящимися въ 
безконечности. 

Франсуа В ета (1540—1603), создавш!й современную буквен- 
ную алгебру, примфнилъ методы ея и кь геометри. ЕНета, 
введя алгебру въ учен!е о протяжен!и, показалъ графическое 
рЪшен!е уравнен!й 2-й и 3-й степени, ознакомивъ геометровъ 
съ искусствомъ геометрическаго построен!я алгебраическихъ 
формулъ. Это былъ первый шагъ къ ближайшему соединен!ю 
алгебры съ геометр!ей,—шагъ, который впослЪдств!и привелъ 
Декарта къ блистательнымъ открыт1ямъ и сдфлался ключомъ 
всей математики. Въ сочиненяхъ Веты мы находимъ также 
первую мысль о выражен!и площади кривой посредствомъ 
безконечнаго ряда. 

Третьимъ представителемъ ХУ| вЪка, какъ было уже сказано, 
является Гюльщенъ (1577—1643). Его знаменитое правило, из- 
вфстное еще во времена Паппа, оставалось до Гюльщена не- 
замфченнымъ; онъ же открылъ его самъ и употреблялъ для р+- 
шен!я вопросовъ, не поддававшихся другимъ средствамъ. 

Въ ХУП стольтми выдфляются имфна Декарта, Фермата 
и Робервала (1602—1675). Эти ученые открываютъ совер- 
шенно новые пути въ математикЪ. Эти ученые раздфляютъ между 
собою славу рЪшен!я (каждый своимъ оссбымъ путемъ), задачи, 
которую еще ни одинъ геометръ не рфшался до тфхъ поръ об- 
нять во всей ея полнотЪ, а именно общей задачи о проведенйи 
касаипельныхь къ кривымь лимямь, эта задача впослфдств1и при- 
вела къ открыт дифференщальнаго исчислен1я. 


Фермату, занимавшемуся ст, особой любовью преимущественно 
числовыми изысканями, геометр]я также обязана важными 
открыт1ями. По образцу Архимеда, нашедшаго квадратуру 
параболы, Фермать опредфлилъ площади параболъ всЪфхъ по- 
рядковъ. Способъ Фермата для проведен!я касательныхъ осно- 
ванъ на введен1и въ вычисления понят я о безконечно-малыхъ 
величинахъ. 

Ферматъ обобщилъ задачу Аполлон]я о касании окружностей 
(даны три окружности, провести четвертую, касающуюся трехъ 
данныхъ) и вполнф разрфшилъ аналогичную задачу о касани 
шаровъ (даны четыре шара, положен!е и величина которыхъ 
извЪстны; найти шаръ, касающийся четырехъ данныхъ). Вопросъ 
этотъ, испытавшй на себЪ всю глубину соображен1я Аполлония, 
былъ предложенъ Фермату Декартомъ, который въ своихъ пись- 
махъ говорить, что рфшилъ задачу при посредствЪ циркуля и 
линейки; рЪшен1е это не дошло до насъ. 

Въ 1637 году Декартъ (1596—1650) далъ ученому м!ру ана- 
литическую геометр1ю, создавъь ею новую эру въ истор1и гео- 
метр1и. Перенеся изученйе свойствъ геометрическихъ образовъ 
изъ области чистой геометр1и въ область формальной алгебры, 
Декарть оказалъ наукЪ услугу первостепенной важности. Съ 
тЪхъ поръ. началось быстрое развит!е геометр!и и успЪхи ея 
распространились на другя науки, находящ1яся съ нею въ 
прикосновен1и. Декартъ, этоть глубовй философъ, благодаря 
неоцф$нимой ген1альности своей мысли, приложилъ алгебру 
къ теор1и кривыхъ линй, создавь орущше для преодолфная 
препятств!й, останавливавшихъ до тФхъ поръ величайшихъ 
геометровъ, и существенно измфнивъ видъ математической 
науки. Способы, созданные Робервалемъ и Ферматомъ также 
носили характеръ отвлеченности и всеобщности, но они не дали 
средствъ для обширнаго ихъ приложен!я и примфнен1я въ мате- 
матическихъ изслфдован1яхъ. Эти средства дала идея Декарта, 
явившаяся необходимымъ введенемъ къ новымъ исчисленямъ 
Лейбница и Ньютона. 

Геометр!я Декарта, кромЪ характера всеобъемлемости, имЪла 
по сравнен1ю съ геометрлей древнихъ еще другое отлич4е: она 
посредствомъ одной формулы давала общ!я свойства цфлыхъ 


ЗВ: 


группъ кривыхъ лин, такъ что, когда этимъ путемъ открыва- 
лось какое-либо свойство одной кривой, тотчасъ же опредЪлялись 
так1я же или подобныя свойства множества другихъ кривыхъ. 

Новый путь, намЪченный ген!емъ Декарта и широко охватив- 
ций умы математиковъ, послужилъ причиной того, что въ те- 
чен!е почти двухъ столЪИйЙ чистая геометр1я была оставлена, 
и обозначивШйся параллельно аналитическому методу, другой 
путь геометр1и, синтетический, съ новымъ принципомъ перспек- 
тивы и теорйей сЪкущихъ, долженъ былъ на первыхъ порахъ 
стушеваться, хотя представителями синтетической геометри 
были таке ярюе ген!и, какъ Дезаргъь и Паскаль. 

Дезаргъ (1593—1663), котораго Паскаль избралъ своимъ 
учителемь и который былъ дЬйствительно достоинъ своего 
ученика, родился въ ЛюнЪ, былъ архитекторомъ и инженеромъ. 
ВскорЪ послЪ осады Ла-Рошеля въ 1628 году Дезаргъ удалился 
въ Парижъ и посвятилъ себя геометрическимъ изслфдован!ямъ. 
Дезаргь при жизни имфлъ мало друзей, способныхъ оцфнить 
его генйй, и оттого сочинен1я его находились у современниковъ 
въ пренебрежении. 

Дезаргъ, какъ и Паскаль, но годомъ ранфе послфдняго, 
писалъ совершенно новымъ и оригинальнымъ образомъ о свой- 
ствахъ коническихъ съченй—этихъ знаменитыхъ кривыхъ, кКо- 
торымъ, 2000 лЪть спустя посл Аполлон!я, пришлось играть 
такую важную роль въ небесной механикф, когда Кеплеръ 
узналъ въ нихъ истинные пути, описываемые планетами и ихъ 
спутниками, а Ньютонъ въ ихь фокусахъ открылъ средоточ!е 
силы, приводящей въ движен1е всЪ тФла вселенной. 

Дезаргъ внесъ два важныхъ нововведен!я въ изучен!е кони- 
ческихъ сЪченй. Во-первыхъ, онъ разсматривалъ ихъ на конусЪ 
при всевозможныхъ положен1яхъ сЪкущей плоскости, не поль- 
зуясь, какъ Аполлонй, осевымъ треугольникомъ. Во-вторыхъ, 
онъ задумалъ прим$нить къ этимъ кривымъ свойства круга, 
служащаго основан!емъ конуса. Онъ разсматривалъ различ- 
ныя сЪчен!я конуса (кругъ, эллипсъ, параболу, гиперболу, си- 
стему двухъ прямыхЪ), какъь видоизмфнен1я одной и той же 
кривой; до этихъ поръ они разсматривались отдфльно и изслф- 
цовались каждое особыми способами. 


- 


2. Зы 


Дезаргъ широко развилъ кеплеровск!й прииципь непферыв- 
ности, опредЪлилъ касательную, какъ предфльное положен!е 
сЪкущей, разсматриваль прямую линю, какъ окружность 
круга, центръ котораго находится въ безконечности, считалъ, 
что оба конца прямой сходятся въ безконечности; изъ принципа 
непрерывности онъ вывелъ, какъ слЪдств1е, что параллельныя 
лини отличаются отъ всякой другой системы прямыхъ только 
тфмъ, что точки ихь пересЪчен1я находятся въ безконечности. 

Дезаргъ далъ также теор!ю полярныхъ лин!йй и былъ твор- 
цомъ проективной геометр!и. Онъ изложилъ теор!ю инволющи 
шести точекъ и вывелъ заключен!е, что инволюцля есть зави- 
симость проективная *). | 

Геометрический геншй ученика Дезарга—Паскаля обнару- 
жился, когда ему было только двЪнадцать лЪть оть роду. 

Въ шестнадцать лЪтъ онъ уже обнародовалъ свой знамени- 
тый трактать (всего на шести страницахъ): «Е5$а1$ рочг 1ез соп1- 
ачез», въ которомъ содержалось знаменитое предложенйе о «ми- 
стическомъ шестиугольникЪ», извЪстное подъ названйемъ «тео- 
ремы Паскаля», (противоположныя стороны шестиугольника, 
вписаннаго въ коническое сЪчен1е, пересЪкаются въ трехъ точ- 
кахъ, лежащихъ на одной прямой). Слабое здоровье Паскаля не 
позволило ему въ зрЪфломъ возрастЪ посвятить себя математикЪ. 

Паскаль превзошелъь всхъ знаменитЪйшихъ геометровъ 
въ изысканйяхъ свойствъ циклоиды. Эта знаменитая кривая, 
поводомъ къ открыт!ю которой послужило движен1е колеса по 
плоскости и истор1я которой тЪсно связана со многими великими 
открыт1ями ХУП вфка, была уже предметомъ изучен!я Галилея, 
Декарта, Фермата, Роберваля и Торичелли. Оставленная на 
н$которое время, она была снова выведена на сцену Паскалемъ, 
стремившимся къ тому, чтобы многочисленные трудные вопросы, 
къ которымъ ведетъ эта кривая, служили испытан1емъ и мЪрой 
силъ и способностей геометровъ того времени. 

Изучен!е этой кривой повело къ открыт1ю цфлаго класса 
лин, производимыхъ движен!емъ данной кривой по другой 
неподвижной кривой **). Эти лин!и были разсматриваемы во всей 


*) См. статью о проективной геометр!и. 
**) См. статью о замфчательныхъ кривыхъ. 
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общности Лейбницемъ, Де-Лагиромь, Николемь и другими. 
Германъ и Клеро распространили ту же теор1ю на кривыя линии, 
описываемыя подобнымъ же образомъ на сферЪ. 

Труды Паскаля по другому отдфлу геометр!и, относящемуся 
къ геометрическому анализу древнихъ и къ теор!и коническихъ 
сфченй, заслуживаютъ вниман!я не менЪе его замЪчательныхъ 
изслЪдован!й циклоиды. Въ нихъ, какъ и въ сочинен!и Дезарга, 
находимъ зародышъ новфйшихъ учений, составляющихъ новую 
гесметр!ю. 

Самое выдающееся изъ открыт! Паскаля—это прекрасная 
теорема о «мистическомъ шестиугольникЪ», которая была по- 
ложена имъ въ основан!е его знаменитаго трактата «О ко- 
ническихъ сЪчен1яхъ». 

Въ ХУП вЪкЪ развит!ю синтетической геометр1и способ- 
ствовалъ итальянск!йЙ геометръ Чева, по образован1ю инженеръ 
гидравликъ. Въ 1678 году онъ издалъ свое`сочинен1е: «Ре Шме 
гес{15», въ которомъ заключается теорема, носящая назван1е 
«теоремы Чевы». Чева въ своихъ доказательствахъ широко 
пользовался теоремой Гюльдена. 

Благодаря всепоглощающему интересу, возбужденному ана- 
литической геометр1ей Декарта, а затЪфмъ диференщальнымъ 
исчислен1емъ, синтетическая геометр1я была почти въ полномъ 
пренебрежен!и до конца восемнадцатаго столЪфт1я. Но блестя- 
ще, ген!альные труды Дезарга и Паскаля подготовили почву 
для появлен1я на сцену въ начал девятнадцатаго вЪка такъ 
называемой высшей геометирчи, при разработкЪ которой главнымъ 
образомъ выдфлились Монжъ, Карно, Понселе и Шаль. 

Монжъ (1746—1818), этотъ даровитый инженеръ, славный 
основатель знаменитой Есо]е Ро]у+еснптаце въ Парижф, давшей 
столько крупныхъ французскихъ математиковъ, своими трудами 
по геометри, вмЪстЪ съ Понселе и Карно, воскресилъ методы 
и пр!емы Дезарга и по этому пути направилъ работы гео- 
метровъ позднфйшаго времени. Монжъ, замЪфнивъ ариеметиче- 
сюя выкладки при составлен!и фортификащюонныхъ работъ гео- 
метрическими методами, положилъ начало начертательной гео- 
метр!и *),какъ отдЪльной отрасли науки, въ чемъ и заключается 


*) См. статью о начертательной геометрии. 
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его главная заслуга. Начертательная геомстр1я Монжа послу- 
жила свЪточемъ при изысканйи и истолкованйи результатовъ 
геометр1и аналитической. Ученикъ Монжа—Бр1аншонъ вывелъ 
изъ «Паскалевой теоремы», съ помощью полярныхъ лин, теоре- 
му, носящую его имя; эта теорема заключается въ слЪфдую- 
щемъ: «Прямыя, соединяющ{я противоположныя вершины шести- 
угольника, образованнаго шестью касательными къ коническому 
сфчен!ю, встрфчаются въ одной точкЪ» *). 

Въ 1803 году Лазарь Карно (1753—1823)-знаменитый 
инженеръь и выдающИйся математикъ, выпустилъь въ свЪтъ 
свою «Геометр1ю положен!я», а въ 1806 году «Теорю с%- 
кущихъ». Карно обогатилъь науку цЪфлымъ рядомъ общихъ 
теоремъ, относящихся къ проективнымъ свойствамъ фи- 
гуръ. 

Ученикъ Монжа, Понселе (1788—1867), участвовавш!й въ 
походЪ Наполеона въ Росс1ю, будучи раненъ, попалъ въ плЪнъ 
и былъ отвезенъ въ Саратовъ. ЗдЪсь, въ заключен!и, лишенный 
книгЬ, ПО однимЪ ТОЛЬКО вОСПОМинан!ямъ о томъ, чему онъ учился 
въ Политехнической школЪф, онъ сталъ изучать математику и 
написалъ свое знаменитое сочинен!е: «ТгаЦё @4ез ргорг!в{6$ 
рго]есуез 4ез Иригез», въ которомъ широко пользовался цен- 
тральной проекщей и далъ теор!ю «взаимныхъ полярЪъ». ДалЪе, 
въ конц восемнадцатаго столфт1я, появляется Карлъ-Фридрихъ 
Гауссъ, положивш!й краеугольный камень славной гёттинген- 
ской школЪ математиковъ; онъ девятнадцатилфтнимъ юнощей 
стоялъ на распутьи и размышлялъ, посвятить ли себя матема- 
тик$ или избрать своей спещшальностью изучен!е древнихъ 
языковЪ; построенйе правильнаго вписаннаго въ окружность 
17-угольника при помощи циркуля и линейки окончательно 
ръшило его судьбу. Этоть велик!И математикъ даль полную 
теор!ю построен1я правильныхъ многоугольниковъ о (2^-+- 1) сто- 
ронахъ, гдЪ 2” 1 простое число. 

Казалось бы, что блестящя имена Декарта и Паскаля 
связаны съ точкой наивысшаго развит|я геометр1и, что въ пору 
пышнаго расцвфта «золотого вфка» французской математики, 


*) См, статью о прэективной геометрии, 
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геометр1я достигла уже апогея своего развит1я; но этимъ не 
ограничиваются успЪхи геометр!и. 

Нашъ велик!й соотечественникъ Н. И. Лобачевск1й создаетъ 
новую эру въ истор!и науки. 

Еще со временъ Альбрехта Дюрера начались безплодныя 
попытки упростить и усовершенствовать теор1ю параллельныхъ 
лин. Эвклидовъ постулать о параллельныхъ приводилъ въ 
смущен!е многихъ геометровъ. Пошли многочисленныя попытки 
доказать аксюму или замънить ее другой, болЪе очевидной. 
Дюреръ въ своей геометр1и, изданной въ 1525 году, пытался 
опредЪлить параллельныя лини, какъ равиюотстоящля другъ 
отъь друга на всемъ своемъ протяжен1и. Позже Вариньонъ 
(1654—1722) опред$лилъ параллельныя лини, какъ прямыя, 
составляющая фавные углы съ третьей прямой. Еще позже наи- 
большимъ распространенйемъ пользовалось опредфлен!е парал- 
лельныхъ лин, какъ прямыхъ, имЪющихь одно и то же напра- 
влен!е. 

Лучийе математики употребляли гигантсмя усил1я дать 
болЪе ясную и удачную формулировку акс1омы, пока не пришли 
къ убЪжден!ю, что всЪ новыя опредфлен1я отличаются отъ дан- 
наго Эвклидомъ не по существу, а по формЪ. Та же участь по- 
стигла и старомия доказать акслому. Французсюй геометръ 
Лежандръ (1752—1833), замЪтивъ, что Эвклидовъ постулать 
равносиленъ теоремЪ о равенствЪ суммы угловъ треугольника 
двумъ прямымъ, пытался доказать, что сумма угловъ треуголь- 
ника не можетъ быть ни больше, ни меньше двухъ прямыхъ и 
этой теоремой доказать постулатъ Эвклида. Но ему удалось 
лишь доказать, что сумма угловъ треугольника не можетъ быть 
больше двухъ прямыхъ. 

Пока Лежандръ все еще старался установить справедливость 
акс1омы параллельныхъ лин, знаменитый русск матема- 
тикъ Николай Ивановичъ Лобачевсюй (1793—1856), профес- 
соръ Казанскаго университета, ршился сдЪлать очень см$лый 
шагъ; онъ отвергъ постулатъ, который въ течен!е двухъ тысячъ 
лЬтъ былъ краеугольнымъ камнемъ всего здан1я геометр!и. Слав- 
ный профессоръ Казанскаго университета, благодаря высокому 
полету своей философской мысли, показалъ возможность построе- 
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ня системы геометр1и безъ аксюмы параллельныхъ линй. 
Въ своей рЪчи, произнесенной передъ физико-математическимъ 
факультетомь Казанскаго упиверситета, и напечатанной въ 
«Казанскомъ ВЪстникЪф» за 1829 г. а затЪмъ въ «Ученыхь За- 
пискахъ Казанскаго университета» за 1836—1838 гг., Лоба- 
чевск!й впервые ‘обнародовалъ свой взглядъ на допущенную 
въ созданной имъ «Воображаемой геометр!и» основную мысль, 
находящуюся въ противорфч1!и съ аксюмой параллельныхъ 
лиНй. Въ основу «Воображаемой геометр!и» Лобачевскаго 
легли два основныхъ положен1я, что «черезъ каждую точку на 
плоскости можно провести чеограничениюе число прямыхъ, ни 
одна изъ которыхъ не пересЪкаетъ данной прямой» и что «сумма 
угловъ треугольника перемЪнна, хотя и всегда остается меньше, 
чЧЪмъ два прямыхъ угла». (Кэджори).. 

Отвлеченныя соображен!я Лобачевскаго нашли себЪ реаль- 
ное вонлощен1е въ псевдосферическихъ поверхностяхъ, обез- 
смертившихъ имя Бельтрами. 

Въ дальнЪйшемъ неевклидова геометр1я получаетъ разно- 
образныя развфтвлен!я. Георгь Риманъ развиваеть системы 
геометр1й и измфрен!й. Эти новыя геометр1и управляются за- 
конами, отличными отъ законовъ обыкновенной геометрии. 


На всемъ протяжен!и девятнадцатаго столфт1я геометриче- 
ская мысль не останавливается. Штейнеръ выдвигаеть идею 
о проективномъ происхожден!и геометрическихъ фигуръ и при- 
лагаеть анализъ къ проективной геометрии. 


Фонъ-Штаудть (1798—1867) создаетъ чисто синтетическую гео- 
метр1ю положен!я, независимую оть всякаго измФрения. 


Англичанинъ Кэли и французъ Лагерръ вводятъ идею из- 
мЪрен1я въ проективную геометр1ю, выводя на сцену такъ на- 
зываемыя круговыя точки на плоскости и безконечно далеюй 
кругъ въ пространствЪф. Но и теперь, когда каждый изъ насъ, 
при взгляд на общую картину современной геометр!и, приходитъ 
въ восторгь отъ силы творческаго генйя человЪфка, наука еще 
ждетъ новыхъ и новыхъ ген1альныхъ людей, которые мощнымъ 
взлетомъ своей мысли еще болфе расширять т горизонты, 
которые созерцаетъ современное человЪчество. 


Идя шагъ за шагомъ по тропинкЪ историческаго развит!я 
геометр!и, вступая вм$стЪ съ нею въ мрачную эпоху среднев$- 
ковья, когда господствуетъ непросвЪтная тьма, когда царствуетъ 
грубое суевЪр!е и жесток! фанатизмъ, когда мЪсто точныхъ 
наукъ занимаютъ алхим!я, астролог!я и мапя, нельзя не выра- 
зить чувства искренней радости, когда, благодаря идеямъ гу- 
манизма, восторжествовавшимъ въ Европ въ начал нашей 
новой истор1и, математическая мысль пробудилась отъ вЪкового 
сна, вырвалась изъ заколдованнаго круга схоластики на свЪт- 
лый и широюй путь общечеловфческаго прогресса и пышно 
расцвЪла, благодаря мощному ген!ю великихъ и славныхъ мате- 
матиковъ. 


Н$сколько задачъ. 


Задача |. 


Составить изъ шести спичекъ четыре равносторон- 
нихъ треугольника. 


Рзьшенае. Если пытаться рЪфшить эту задачу на плоскости, 
то трудъ, потраченный на это, окажется безполезнымъ; но стоитъ 
только перенестись мыслью въ пространство, какъ рЪшен!е 
задачи окажется легко выполнимымъ. Для этого достаточно 
составить изъ данныхъь шести спичекъ тетраэдръ; мы полу- 
чимъ четыре равносторонныхъ треугольника, при чемъ одинъ 
изъ нихъ будетъ служить основанйемъ тетраэдра, а остальные 
три-—=го боковыми гранями. 


Задача 2. 


Сосудъ цилиндрической формы наполненъ до верху 
водой. Гребуется вылить изъ сосуда ровно половину 
содержимаго, не прибЪгая къ помощи какихъ-либо 
измфрительныхъ приборовъ. Какъ это сдЪлать? 


Ръшеие. Для рЪъшен!я данной задачи слЪдуетъ привести 
сосудъ въ такое положен!йе, чтобы поверхность оставшейся въ 
кемъ воды касалась съ одной стороны наиболЪе низкой 
точки верхней части сосуда, а съ другой наиболфе высокой точки 
дна сосуда. . 

Въ этомъ случаф поверхность жидкости раздфлитъ данный 
цилиндрический сосудъ на двЪ равныя части и количество 


се бы 


оставшейся въ сосудЪ жидкости булетъ равно половинЪф ея 
первоначальнаго количества. 


Задача 3. 


Изъ села въ городъ проводится шоссейная до- 
рога, которая должна въ нфкоторомъ мЪстЪ пересЪчь 
рфку, имфющую въ районф постройки одинаковую 
ширину и прямолинейное направлене. 

Опредфлить мЪф- 
сто для постройки 
моста такъ, чтобы 
путь изъ села въ гОо- 
родъ былъ кратчай- 
ШИМЪ. 


Рушенле. Изъ раз- 
Черт. 1. смотрЪн!я прилагаемаго 

чертежа, на которомъ 

ААр—ллина моста, не трудно понять рЪшен{е данной задачи. 


4. Карандаши и нитки. 


Ниткой опред$ленной длины перевязана дюжина 
карандашей. Сколько карандашей можно перевя- 
зать ниткой, которая длинн$е первой въ два раза? 

Ръшенле. Обозначимъ длину ‚первой нитки черезъ а. Тогда 
длина второй будетъ 2а. Дюжина карандашей, перевязанная 
первой ниткой, дастъ въ сЪчен!и нЪкоторый многоугольникъ 
съ площадью в. 

Обвязавъ же второй ниткой возможно большее число каран- 
дашей, мы получимъ въ сЪчен!и нфкоторую площадь 5:. Пусть 
контуръ этой площади есть фигура, подобная первому много- 
угольнику. 

ИзвЪстно, что площади относятся, какъ квадраты перимет- 
ровъ; поэтому 

5: : 5=(2а)? : а?=4а? : а*=4: 1. 
Откуда 51=45. 


Е 


Такимъ образомъ, если первая площадь получалась отъ сЪ- 
чен!я дюжины карандашей, то вторая, которая въ четыре раза 
больше первой, должна получиться отъ сЪчен!я 4-хъ дюжинъ. 
Нсэтсму ниткой, длиною въ 2а, можно обвязать 48 карандашей. 

Таково приблизительное рЪшен!е задачи. Постарасмся теперь 
эту задачу обобщить и рфшить болфе точно. Для большей про- 
стоты возьмемъ круглые карандаши. 

ИзвЪстно, что изъ всЪхъ геометрическихъ фигуръ съ равными 
периметрами наибольшей величиною площади обладаетъ кругъ, 
а изъ другихъ фигуръ у той будетъ площадь больше, которая 
болЪе всего приближается къ кругу. Поэтому карандаши, свя- 
занные прямоугольникомъ, выгоднЪе связать равностороннимъ 
треугольникомъ, еще выгоднЪе квадратомъ, но самое выгодное 


шестиугольникомъ. 
На чертежахъ 2, Зи 4 представлены три схемы располо- 


жен!я карандашей. Установимъ для каждой схемы связь между 
длиной связующей нити и числомъ карандашей. 

На чертежЪф 2 нитью АВСГ... обвязано 6 карандашей (вну- 
тренняго карандаша—0 пока не считаемъ). Длина нити [состоитъ 
изъ 6-ти равныхъ касательныхъ: АВ, СО... и 6-ти равныхъ 
дугъ: ВС, ПЕ..., а потому 

1=6АВ--6ВС. 


Но АВ=2, а во". ГДЪ г—-рад!усъ карандаша, а потому 


2 Е 
1—12.-+6 = 26 -т). 


48 -—- 


Если возьмемъ второе кольцо ММГРО,... (оно на чертежЪф не 
полное), которымъ обвязано 12 карандашей, то 
[—=6ММ-16М№Г или, пользуясь тфми же разсужден!ями, 
1[-- 6.4"-| 21. - 2#.(12-| к). 
Запишемъ полученные результаты въ слфдующую таблицу: 


Число карандашей 


————ы—ыы——ы—————ы—ы—ы—ы— 


Длина нити. № кольца. ЕТ НЕ | 
2^(6+-л) | 6 я | 
2,(12--л) 2 12 19 А) 
2'(6 п т) п. 6% Зипт ЕП) -1. 


Легко видфть, что число карандашей въ каждомъ кольцЪ 
равно и—1 члену ариеметической прогресс1и, у которой первый 
членъ а=6, а разность 4=6. 

Все же число карандашей, помфщающееся внутри п колецъ, 
равно суммЪ п членовъ этой ариеметической прогресс!и плюсъ 
еще одинъ карандашьъ-—центральный. Итакъ, все число каран- 


дашей равно’ (6+ 6л) 1 =Зи(и ОЕ 


Аналогично поступаемъ и въ томъ случаЪ, когда карандаши 
расположены треугольникомъ (черт. 3). Длина нити Г, связы- 
вающей карандаши въ формф треугольника МОМ, равна 


: [=ЗВС-ЗСР. 
Но ВС=2т, а ср", поэтому 


1=3.2-+3. ти" =аиз-а). 
Для треугольника ГОР, гдЪ связано 6 карандашей 
[=2(6- п). 
По предыдущему составляемъ таблицу: 


Число карандашей, 


Длина нити. соста 
ост м всъхъ. 
27(3-+л) 2 . 
2*(6--л) 3 - (В) 


хоодоворюосо вое 
хоро рооротеьеное 
ооо ор осоооо ое рос ров о воно ово ос ох Форо оо БФ в го ропоь оо юсво оное зоо ввести чо восоо о ® 


ре 
| 2 
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Какъ и въ предыдущемъ случаЪф, подсчеть карандашей сво- 
дится къ нахожден1ю суммы членовъ прогресси. ЗдЪсь прогрес- 
ся получается такая: 1, 2, 3...п: сумма п членовъ ея равна 


(Г Ри)н 
д 


Никакой лишней единицы здфсь къ сумм прибавлять не 
приходится. Она включена въ составъ членовъ прогресци. 

Перейдемъ теперь къ черт. 4. Здфсь представлена схема 
расположен1я карандашей прямоугольникомъ. Разложивъ ка- 
рандаши т наложенными другъ на друга рядами по п каранда- 
шей въ каждомъ, найдемъ зависимость между числомъ каранда- 
шей и длиною нити. Какъ и въ предыдущихъ случаяхъ, длина 
нити составляется изъ периметра четыреугольника, построен- 
наго на центрахъ карандашей, находящихся въ углахъ, и длины 
окружности одного карандаша. Длина окружности будетъ 2ли. 

Длина каждой изъ двухъ вертикальныхъ сторонъ четыре- 
угольника равна 2тг— 2", а длина каждой изъ двухъ горизон- 
тальныхъ сторонъ четыреугольника равна 2и—2г. 

Поэтому длина нити [| будетъ 


1=2[ (27т-—2т) -(2и—2т)] -Н2и=2г{ 2(т-п—2)+п}...(С). 


Число же карандашей равно произведен1ю тп. Такъ какъ 
число карандашей есть произведен!е ти, а длина нити зависить 
только оть суммы этихъ чиселъ, то выгоднЪе брать т и п по воз- 
можности мало отличающимися другъ отъ друга. 

Тогда число карандашей будетъ наибольшимъ (произведене 
будеть наибольшимъ), а длина—наименьшей (сумма будетъ 
наименьшей). 

Составимъ слЪдующую таблицу: 


Длина нити. Число каран- т з 
дашей. 

2(6-+л) 6 3 2 

2т(12-+л) 12 6 2 

2 (10--л) 12 3 4 


Сравнен{!е первой строки этой таблицы съ прежними таблицами 
показываетъ, что дЪйствительно наивыгоднфйш!й способъ связы- 
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ван!я карандашей-—-шестиугольникомъ. Сравнсн1е же двухъ 
послЪднихъ строкъ между собой обнаруживаетъ, что наивыгод- 
нЪъйш!й способъ связываи!я прямоугольникомъ—тотъ, при ко- 
торомъ т и п возможно меньше отличаются другъ отъ друга. 

Мы установили формулы, по которымъ, зная форму располо- 
жен1я и число карандашей, легко вычислить длину нити, и, 
наоборотъ, зная форму расположен!я и длину нити-—-найти число 
карандашей. 

РЬшимъ теперь слфдующую задачу. 

Дано р карандашей, обвязанныхъ ниткой опре- 
д$ленной длины. Сколько карандашей можно обвя- 
зать ниткой вдвое большей длины. 

1. Карандаши расположны шестиугольникомъ въ 4 колецъ. 

По формуламъ (А) имЪемъ 


р=3За(а-+ 1-1. 


Длина нити 
[—=2"(6ба-т). 


Найдемъ число колецъ (5), обвязаныхъ ниткой, длиною {=21 


р =21(6%--®)=21=2.2(64-+т) 
откуда 


27(6%-к)=4"(ба-+т); 
ршая полученное ур-!е, найдемъ, что 
6%=12а+т или 
л 
2=24-- =. 
Но х, такъ же, какъ и 4 должно быть цфлымъ. По найденной 
величин х заключаемъ, что нитью вдвое большей нельзя пере- 


л 
вязать цфлаго числа колецъ, такъ какъ > есть дробь. Ближайшее 


меньшее число колецъ есть 24. Тогда число обвязанныхь каран- 
дашей будетъ 3. (24). {(24) +1} 1=1242--6а-1. 
На основан!и же подоб!я фигуръ, оно равно 4(За(а-- 1-1} = 


—=124?.-+124-4. 


Пе 


Такимъ образомъ приближенное рЪшен!е даетъ въ данномъ 
случаЪ большее число карандашей. 
ПП. Карандаши расположены треугольникомъ, по 4 каран- 
дашей на сторонЪ. 
Пользуемся формулами (В). 
9(ч--1) 


=— — 2 5 
длина нити 1=2' {3(4—1)+л}. 
Во второй разъ, при нити длиною въ [’==21, на сторонЪф тре- 
угольника расположится х карандашей. Тогда 
Р=2т {3(—1){+л}, но намъ дано 
Г —21=4 {3(4—П)-+л}. 
Составляемъ уравнен!е: 
2" {3(5—1)-л} =4" {3(4—1)-л}; 


рфшая его, наидемъ, что 
3 3 


Мы видимъ, что и въ этомъ случаЪ нельзя перевязать цфлаго 
числа карандашей, такъ какъ х получается дробное. 

Ближайшее меньшее цЪлое значен!е для х есть х=24. 

Все число карандашей будетъ равно 


24 . (24-1) 


= 24*-4. 
5 9 9 


На основанйе подобйя фигуръ оно равно 


4. Я — 24-24. 
2 ) 
ПТ. Карандаши расположены прямоугольникомъ, въ $ ря: 
довъ по {$ карандашей въ каждомъ. 
Число карандашей 
р==$4. 


52 — 
По формулЪ (С) длина нити 


1 2е {24-2 т. 
Какъ и раньше, составляемъ два выражен: я для длины #7 


Г =2] и приравниваемъ одно другому. Исисмыми буруть чили 
рядовъ (т) и число карандашей въ рядЪ (и, 


м). 
2' {2(5 Ну—2)--л} = 47 12-52, -ям; 
откуда 
хНу= 25—22 — или 
х+у=2;-—24— = —2 | 
Такъ какъ хи у должны быть цЬлыми числами. 2 тыз2е2=:= 
въ скобкахъ есть дробь, то и въ этомъ случаф нельзя перееЯЗЕ-Ь 
цЪлаге числа карандашей 


Такъ какъ выражен!е въ скобкахь отринательно, то ©; 
шее меньшее значенйе для х--у будеть 


===. 


5--у=2$5--2 1: 
Отсюда сразу находимъ два рЬшеня 
х=2$ х=2$—1 
у=2+—1 5 /=24- 
Въ зависимости отъ величинъ $ и { нужно брать то или =2+- 


гое изъ этихъ ршенйй; если #`>> $, то беремъ 1-е рышен!е, если же 
$ > Ь то второе. 


Число карандашей будетъ 


или ту=р =25(21—1) или ту=р’=2125—1) 
На основании же подобя фигуръ р’=4{5;1)=451 


5. Задача столяра. 
Когда доска ломбернаго стола раскрыта, она 
имЪеть форму квадрата. Когда же 


она сложена, то 


принимаетъ видъ прямоугольника. Опредфлить на 
доскЪ мЪсто для винта, около оси котораго она дол- 
жна вращаться, чтобы располагаться симметрично 
относительно ножекъ стола. 


Рлъшенле. Пусть А ВС/)будетъ двойная доска ломбернаго стола, 
которая въ этомъ положен{и совпадаетъ съ рамой для ножекъ. 
Вращая доску по направлен!ю движен1я стрфлки часовъ около 
винта () мы приведемъ ее 
въ положене ЕЁМС и 
тогда она, будучи рас- 
крыта, представитъ со- 
бой квадратъ, опять-таки 
симметрично — располо- 
женный относительно 
ножекъ. ОпредЪлимъ мЪ- ‘‹ 
стоположен!е винта 0. 

Замфтимъ, что уголъ 
С доски опишетъ при 
вращен1и дугу рад!уса 
СО и попадетъ въ точку 
Е. Сторона СЕ будетъ Черт. 5. 
хордой этой дуги. Точно 
такъ же уголъ И, описавъ дугу рад1уса ПО, попадетъ въ точку Р. 
Лин!я ПЕ будетъь хордой этой дуги. Мы знаемъ, что ращусъ, 
перпендикулярный къ хордЪф, дьлить ее пополамъ. Поэтому, 
раздфливъ хорды СЕ и ПЕ пополамъ и возставивъ изъ най- 
денныхь срединъ перпендикуляры, заключаемъ, что центръ 
дугъ долженъ находиться на обоихъ этихъ перпендикулярахъ, 
а это можетъ быть только тогда, когда онъ находится въ точкЪ 
ихь пересЪчен!я. 

Обозначивъь длину ПС черезъ а, заключаемъ, что АБ=2а 


< 


----- 
-- - 
- -- 


а 
РЕ= —. 
ь 2 
Такимъ образомъ р о и ей а 
2 2 2 4 


поэтсму 


— 54 — 


] 
К=ЕК—ПЕ= 14. 


Далфе, изъ подоб!я ЛАА-ковь РОБ и ПЕРЕМ заключаемъ, 
4 


| 
ГОН видно, что ЕН = а 
Изъ равенства Л/А-ковъ ГОН и 1НО слфдуетъ, что ТН = 
Н1= ы а. 
8 


Такимъ образомъ 


| ] ] 3 
— = — — — а= —-@. 
01=оГг-+-ЬН-+Н 54 + 54 - 5 2 т 


СлЪдовательно, перпендикуляры, опущенные изь точки 0 
на стороны, длятъ короткую сторону въ отношени | : 3, а длин- 
ную въ отношен!и 3:5. 


6. Геометрическая загадка. 


Въ срединЪ листа писчей бумаги сдфлано круглое 
отверст1е величиною въ двад- 
цатикопЪечную монету. Прел- 
лагается просунуть черезъ это 
отверст!е серебряный рубль, не 
разрывая бумаги. 

Рьшене. РЬшен!е этой геометри- 
ческой задачи, которая на первый 
взглядъ покажется многимъ, незнако- 
мымъ съ ней, чмъ-то невозможнымъ 
и невЪроятнымъ, однако вполнЪ воз- 
можно и достигается слЪдующимъ 
образомъ. 

Черт, 6. Сложимъ данный листъ вчетверо, 
такъ, чтобы лини сгиба прошли че- 
резъ воображаемый центрь вырЪзаннаго кружка и перес$- 


клись по двумъ взаимно перпендикулярнымъ направлениямъ— 
горизонтальному и вертикальному. ЗатЪмъ у сложеннаго вчет- 
веро листа отоггемъ одинъ изъ нижнихъ угловъ такъ, какъ 
показано на рис. 7, т.-е. такъ, чтобы лин!я сгиба прошла 
черезъ верхнюю точку вырЪзаннаго кружка и образовала съ 
горизонталью уголъ въ 45° (см. черт. 6). 

ЗатЪмъ расправляемъ листъ, держа одной рукой за отогнутый, 
а другой за неотогнутый уголъ нижняго края листа такъ, чтобы 
онъ образовалъ собой родъ плоской воронки, которая будетъ 
имфть отверст!е, указанной на чертежф формы двухъ четвертей 
окружности, опирающихся концами на одну прямую линю. 

Длина такого отверст!1я;какъ 
можно вычислить, будетъ больше 
д1аметра кружка и равна двумъ 
сторонамъ вписаннаго въ окруж- 


ность квадрата, т.-е. Сд=2 Ву2. 
Она почти равна д1аметру 
серебряннаго рубля, который, 
хотя и туго, но неразрывая, а 
только нЪсколько растягивая бу- 
магу, проходитъ ребромъ черезъ 
отверст!е. Всякая другая мень- 
шая монета, напр., въ 50 коп. 
легко проходить черезъ него. 
Замфтимъ, что расправляя 
листь въ воронку, не нужно Черт. 7. 
крфпко сжимать  отогнутый 
уголъ, чтобы внутренняя часть листа могла скользить и дать 
возможность листу расправиться. 


7. Земля и апельсинъ. 


Земной шаръ и апельсинъ обтянуты по эквато- 
рамъ веревочными кольцами. Длину того и другого 
кольца мы увеличиваемъ на н$которую величину 4 
и новыя кольца располагаемъ концентрически каж- 
дое со своимъ шаромъ. 


Ба бы 


Въ какомъ изъ этихъ случаевъ веревка будетъ 
отстоять дальше отъ поверхности шара? 

Р»ъьшенле. Обозначимъ рад!усъ земли черезъ В, а апельсина— 
черезъ г. Тогда длины ихъ окружностей соотвЪтственно будутъ 
для земли 2лВ, а для апельсина 2лт. 

Послф увеличен!я на 4 каждой окружности найдемъ, что 
длина земного кольца будеть 2лЕ-4, а апельсиннаго 2л"-4. 
Отсюда легко спредфлить рад1усы колецъ. 


21В--а а 
Радйусъ 1-го кольца В. =— 2 =А--;— 
2л 2л 
Рад!усъ 2-го кольца И. 
2л 2л 


Такъ какъ разстоян!е отъ центра земли до ея поверхности 


[1 : 
равно В, а до ея кольца Е--—, то, вычтя изъ второй величины 
Л 


первую, найдемъ разстоян1е Г, отъ поверхности земли до кольца 
будемъ имЪть: 


а 4 
рр 
2л 2л 


Но такимъ же будетъ и разстоян!е [Г отъ поверхности апель- 
сина до его кольца. 

ДъЪйствительно, какъ и въ первомъ случаф, это разстоян1е 
равно разности между рад!усами кольца и апельсина, т.-е. 


а а 


2л ПЕ 


]=е-- 


Поэтому въ обоихъ случаяхъ веревка будетъ отстоять отъ 
поверхностей на одинаковомъ разстоянйи. 


8. Интересное т$ло. 


Найти видъ тла, которое могло ‘бы свободно 
проходить и плотно закрывать собою три отверст!я: 
въ вид круга, квадрата и равнобедреннаго тре- 
угольника. 


Риьшеню. Такое тфло дЪйствительно существуетъ. Это, такъ 
называемый коноидальный кли, ксторьй легко пострсить. 

Для этого возьмемъ кругъ. На 
одномъ изъ его д1аметровъ, напр. 
на 40), построимъ квадратъ; сторона 
его, конечно, будетъ равна д!аметру. 

Если теперь всЪ точки отрЪзка 
ВС соединить съ точками окружности 
прямыми лин1ями, то получимъ рядъ 
равнобедренныхъ треугольниковъ, от- 
личающихся одинъ отъ другого ве- 
личиной угла при вершинф. Самые 
«узке» изъ нихъ—прямыя лини АВ 
и СО. Чъмъ ближе къ срединЪ от- 
рзка ВС они будутъ располагаться, тЪмъ «шире» эти треуголь- 
ники становятся, т.-е. тЪмъ больше становится ихъ уголъ при 
вершинЪ. Самымъ «широкимъ» будетъ тотъ, стороны котораго 
соединяютъ средину отрЪзка ВС, точку К, съ маметромъ ЕЁ, 
перпендикулярнымъ къ АП. 

Если двигать полученное тЪло по лин!и АО, то, встрЪтивъ 
отверст!е, равное ЕКЕ, оно его плотно закроетъ и въ то же время 
пройдеть сквозь него. Если его двигать по лини ЕЁ, получится 
то же съ отверст1емъ въ видЪ квадрата АВСГ. 

Наконецъ, если его двигать по лин!и ГК, то оно закроетъ круг- 
лое отверст!е АЕПЕ и въ то же время пройдетъ сквозь него. 


9. Задача о паукф и мухф. 


Комната имфетъ форму прямоугольнаго парал- 
лелепипеда. Въ одномъ изъ угловъ комнаты нахо- 
дится паукъ, а въ противоположномъ углу—муха. 
Найти кратчайший путь, по которому паукъ можетъ 
добраться до мухи *). 


*) Приводимая задача заимствована изъ книги г. Игнатьева «Въ цар- 
ствЪ смекалки» и принадлежитъ г. Перельману. РЪшен!е задачи приведено 
въ нЬсколько измфненномъ видЪ. 


тр ЦА 


Рьшенле. Пусть паукъ находится въ вершинф Д параллеле- 
пипеда, а муха въ С. Сравнимъ длины различныхъ путей, по кото- 
рымъ паукъ можетъ доползти 
: “° до мухи. Такъ какъ кратчай- 
шй путь между двумя точка- 
ми на плоскости будетъ прямой 
лин!ей, то путь между двумя 
точками, расположенными на 
двухъ различныхъь и пересф- 
кающихся плоскостяхъ или гра- 
няхъ двуграннаго угла дастъ въ 
разверткЪ этого угла въ плос- 
кость прямую линю. Поэтому 
для рЬшен1я задачи необходимо 
развернуть данный параллеле- 
пипедъ въ плоскость и сравнить между собой всф возможные 
прямолинейные (въ разверткахъ) пути, по которымъ паукъ мо- 
жетъь доползти до мухи. 
Разсмотримъ, напримЪръ, двугранный уголь АВСС, имъющий 
ребромъ ВС; онъ соотвфтствуеть случаю, когда паукъ будеть 
ползти по полу (т.-е. по 


Черт. 9. 


грани АВСШ) и по ^ т й 
ст6нЪ ВРЕСС. 

Развернувъ этотъ: дву- 
гранный уголъ въ плос- 
кость, соединимъ точки › . С 
А и Н прямой, которая Черт. 10. 


и будеть кратчайшимъ 
путемъ отьъ А до @, при чемъ отрфзокь АК будетъ соотв+т- 
ствовать пути по полу, а отрфзокъь К(—по стЪнЪ. Такимъ же 
образомъ можно опредфлить кратчайш!й путь для двуграннаго 
угла АОНО (по двумъ стЪнамъ), и для двугранкаго угла АДСС 
(по полу и стЪн$). 

Можно разсмотрфть и всЪ остальные двугранные ‘угла, по 
которымъ можетъ проползти паукъ, но въ каждомъ изъ этихъ 
случаевь кратчайш!й путь будеть равенъ одному изъ разсмо- 
трЪнныхъ. 


—09 - 


Остается рЪшить вопросъ, который изъ трехъ разобран- 
ныхЪ случаевъ пути самый кратчайний. 

ОтвЪтъ на этотъ вопросъ будетъ всецфло зависЪфть отъ из- 
мЪрен1!й параллелепипеда и приведется къ примфнен!ю теоремы 
Пивагора. 

Разсмотрфнную задачу можно видоизмфнить и, предположивъ, 
что скорость паука при движен!и его по различнымъ гранямъ 
параллелепипеда различна, рфшить вопросъ о нахожден!и та- 
кого пути, по которому паукъ можетъ достигнуть точки А въ 
кратчайший промежутокъ времени. 

ПослЪдняя задача относится болфе къ области механики и 
физики и ТЪсно связана съ вопросомъ о преломлен!и лучей при 
переходЪ изъ одной средины въ другую. Оказывается, что въ 
случаяхъ различныхъ скоростей, путь, проходимый какой-либо 
матер!альной точкой по двумъ различнымъ плоскостямъ въ ши!- 
тит времени будетъ представлять не прямую, а ломаную лин1ю. 

Задачу о паукЪ и мухЪ можно измЪнить еще слЪдующимъ 
образомъ: 

Данъ прямой круглый цилиндръ. На окружности 
нижняго основан!я цилиндра дана точка, а на окруж- 
ности верхняго основашя, въ пересБчен!и ея съ 
образующей, д1аметрально противоположной образую- 
щей, проходящей черезъ первую данную точку, дана 
другая точка. Найти кратчайший путь по поверх- 
ности цилиндра между этими точками. 

Оказывается, что въ данномъ случаЪ возможны два пути. 
Одинъ по боковой поверхности полуцилиндра *), а другой 
по даметру окружности основан!я и образующей. 


Какой изъ этихъ двухъ путей кратчайший будетъ зависфть отъ 
величины рад!уса основан!я цилиндра х и высоты цилиндра Й. 


7(л2—4) 


Если >> ‚ то путь по винтовой лин!и будетъ кратчай- 


шимъ и обратно. 


(л*—4) 


Если же й—" —=1,466 у, то оба пути будутъ одинаковы. 


*) По винтовой лини, представляющей половину полнаго оборота 
пля цилиндра вдвое большей величины. 


Задачи на вычислене геометрической 
вфроятности. 


Разсмотримъ здЪсь рядъ задачъ на вычислен!е вфроятностей. 

Во второмъ томЪ хрестомат!и было указано, что называется 
вЪроятностью. Тамъ же мы видфли, что съ цфлью количествен- 
ной оцфнки вЪроятностей необходимо прежде всего установить 
всЪ возможныя статочности или шансы. Если эти шансы между 
собою равносильны, то, раздЪливъ число эп всЪхъ благопрлят- 
ствующихъ событ!ю шансовъ на число п всЪхъ возможныхъ, мы 


Е т 
и получимъ вЪроятность даннаго событ1я въ видЪ фр=—- 
п 


Такъ мы поступали, когда число всфхъ статочностей было 
конечно. Но если оно будетъ безконечно велико, то и тогда по- 
ступаютъ точно такимъ же образомъ. 

Р-шимъ слфдующую задачу. 

Пусть нЪкоторая точка должна упасть внутри данной пло- 
щади 5 и пусть услов!я таковы, что она можетъ упасть гдЪф угодно 
знутри 5, т.-е. всф точки 9 равноправны. 

Требуется найти вЪроятность того, что наша точка упадетъ 
внутри нфкоторой площади 5$. На основанйи сказаннаго ранЪе 


Хх 


ъ 
условимся оцфнивать эту вЪроятность дробью р=_. 
к 


Такого рода вЪфроятности называются геометрическими, такъ 
какъ онЪ являются результатомъ прим$нен1я теор!и вЪроятностей 
къ вопросамъ геометрии. 

Геометрическия вЪФроятности характеризуются тмъ, что 
число статочностей безконечно велико. 


Въ задачахъ такого рода мы можемъ натолкнуться на довольно-таки 
пародоксальное заключен!е, а именно, что событ!е, возможное въ обыден- 
номъ смыслЪ слова, окажется съ точки зрфн!я теор!и вфроятностей невоз- 
можнымъ, т.-е. имфющимъ вфроятность, равную нулю. Въ самомъ дЪлф, 
найдемъ вфроятность того, что наша точка, падая внутри ©, упадетъ на 
нфкоторую лин!ю $. Сначала найдемъ вфроятность паден!я на узкую полосу, 


/ 


8 
площадью въ $’. Она выразится формулой р= у. Будемъ уменьшать ширину 


полосы, и когда она обратится въ лин!ю з, ея площадь 3’ будетъ равна нулю. 
Поэтому и р будетъ нулемъ. 


Ршимъ нЪсколько задачъ. 


Вычислимъ вЪроятность событ!я, что наудачу проведенная 
хорда будеть болЪе стороны правиль- 
наго вписаннаго треугольника. 

Будемъ отмфчать средину каждой 
проводимой нами хорды. Тогда легко 
замфтить, что средины хордъ, боль- 
шихъ, чфмъ сторона ММ вписаннаго 
правильнаго треугольника, могуть 
упасть и упадуть только внутри пло- 
‘`щади $. Итакъ, средины всЪхъ возмо- 

Черт. 11. жныхъ хордъ будуть покрывать весь 

кругъ, а средины хордъ, большихъ сто- 

роны правильнаго вписаннаго въ окружность ЛА-ка, будуть 
$ 

локрывать только кругъ $. Искомая вфроятность будетъ р 


м 


——- 


Но б=л8В?, гдЪ В ращусъ большого круга, а з=л!*, гдф “—ра- 


" В И 
д1усъ малаго круга, причемъ в Отсюда а поэтому 


Перейдемъ телерь къ болфе сложному прим$ру. 

Вычислить въроятность того событля, что изъ трехь частей 
случайно фазломаннаго безконечно тонкаго стермжюня можно 
образовать треугольник. 

Рьшене. Будемъ считать длину всего стержня за единицу, 
а длины трехъ его частей, на которыя онъ распался, обозна- 


ое а 


чимъ буквами х, ци 2. Числа т, уи в вс положительныя и ка- 
ждое можетъ быть любой величиной отъ Одо 1, при чемъ, однако, 
всегда соблюдается услов!е, что ж]-у-|-в=1. 


Изъ этого услов!я получаемъ: х--у=1—...... (1). 
Такъ какъ г—любая величина между О и 1, то 
ж-|-у-51.....(2). 


Подобравъ соотвфтствующ]я значен1я для ти у, согласно 
услов!ю (2), мы всегда найдемъ 2 изъ услов!я (1). Для даль- 
нЪйшаго изслЪдован!я примфнимъ методъ координатъ. Возьмемъ 
прямоугольныя оси координатъ гОу. 

Уравнен!е х-{у=1 выражаетъ, какъ мы знаемъ, прямую ли- 
н!ю, (см. статью «А! алит. геом.»), отсЪкающую на осяхъ коорди- 
нать отрфзки ОД и 
ОВ, равные единицЪ. 
ВсЪ точки, коорди- 
наты которыхъ удо- 
влетворяютъ услов!ю 
(2), будуть лежать 
какъразъвътреуголь- 
никЪ АОБ, такъ какъ 
лин!я АВ раздфляеть 
вСЪ точки плоскости 
у0х на три части. 
Въ треугольникЪ АОВ 
лежать точки, для 
координать которыхъ 
выполняется услов!е 
х-у<1. На самой Черт. 12, 
лини лежатъ точки, 
для координатъ которыхъ выполнено услове х--у=1|, и, нако- 
нецъ, для всЪхьъ точекъ плоскости уАВх выполняется услове 
&--/>1. СлЬдовательно, точки треугольника АОВ соотвЪт- 
ствуютъ всфмъ возможнымъ статочностямъ, существующимъ въ 
данной задачЪ. 

Обозначимъ площадь треугольника буквою В. 

Мы учли только одно услов!е х+у--г=1, т.-е. что всф три 
обломка всегда составляютъ цфлый стержень, и разсматривали 


всЪ обломки, каюе только могутъ быть. Теперь выдЪлимъ изъ 
числа всЪхъ обломковъ тф, изъ которыхъ можно составить тре- 
угольникъ. Мы знаемъ, что если х, у, и 2 суть стороны треуголь- 
ника, то должны соблюдаться слъдующия услов1я 
ху>г, уЕё>т и т|+гу.....(3), т.-е. 

что сумма двухъ сторонъ /Л\-ка всегда больше третьей стороны. 

Исключимъ изъ этихъ услов!Й г. Для этого опредЪлимъ его 
изъ услов!я (1) 


2=1—7—9, 
и подставимъ это выражен!е 2 въ наши услов!я (3). Получимъ 
| ] 
г+у>1—2—9 | и Зе 
| 
и+1—2—у>т | Откуда т о (4) 
| 
х-+1-—2— Ут <> а. 


Вотъ какимъ услов1ямъ удовлетворяютъ длины тфхъ отр$з- 
ковъ, изъ которыхь 
можно построить тре- 
угольникъ. 

Мы видимъ, что 
длина одного обломка 
меньше половины дли- 
ны всего стержня, а 
длина двухъ облом- 
ковъ больше поло- 
вины всего стержня. 

Посмотримъ, гдЪ 
же на нашей плоско- 
сти точки, координа- 
ты которыхъ удовле- 
Черт. 13. творяютъ услов1ямъ 

(4). Проведемъ пря- 


мыя, для которыхъ 


- |] ] ] 
1) т=_, 2) у=_ и, наконецъ, 3) х{у= _. 
) 5 ) у 5 2 


сы 


Первая лин!я ны оси у и отстоить отъ нея вправ 
на разстоянти, равномъ › . Она показываетъ, что всЪ ть точки, 
для которыхъ «<, лежатъ влЪво отъ нея, на полосЪ у)’. 

Вторая прямая параллельна оси ()х И ОТСТОИТЪ ОТЪ Нея вверху 
на разстоян\и, равномъ .. Она показываетъ, что всЪ точки, для 
которыхъ у<; лежатъ внизъ отъ нея, на полосЪ их. 


| 
Наконецъ третья лин!я РУ параллельна прежней 


нашей прямой (х--у=1); она отсфкаетъ на осяхъ координатъ 
отрЪзки, равныя ;. Въ свою очередь эта прямая разграничиваеть 


нашу плоскость и показываетъ, что точки плоскости, для кото- 
рыхъ =-+у>: лежатъ по другую ея сторону, чЪмъ начало коор- 


динать 0, на части плоскости убТхт. 

Но мы видфли, что обломки, изъ которыхъ можно составить 
треугольникъ, удовлетворяютьъ сразу всЪмъ тремъ услов!ямъ (4). 
Посмотримъ, как!я же точки удовлетворяють сразу этимъ усло- 
вямъ? Конечно, только точки, общ1я отдфльно отмченнымь 
нами полосамъ уОТУ и ибОх и части плоскости уЗТх. Легко вн- 
дъть, что это будуть только точки треугольника ЗИТ. Поэтому 
площадь этого треугольника есть площадь, обозначенная 
нами черезъ $. 

ПослЪ этого разбора нетрудно ‚ конечно, найти искомую вфроят- 


$ 
ность. Мы знаемъ, что она имфетъ величину т Легко за- 


мфтить, что /) АОВ всфми проведенными пин!ями разбивается 


] 
на четыре равныхъ треугольника, а потому а Отсюда 


р = 4. 


Таково ршен!е и отвЪтъ. 


Геометрическе парадоксы и 
паралогизмы, 


Отрфзки двухъ параллельныхъ прямыхъ, заключенные 
между не параллельными, равны между собою. 


ПересЪчемъ стороны угла ВОГ двумя параллельными пря- 
мыми. Пусть отрЪзки этихъ параллелей, заключенные между 
сторонами даннаго угла, будуть АС и ВП. 

Изъ разсмотрЪн!1я подобныхъ В 
треугольниковъ АОС и ВОШ б6у- 
демъ имФть: + 
Ор ОВ 
06-04 или Ор. ОА =0С.ОВ. и 

Умножимъ послЪднее равен- 
ство на разность (ВБ — 40). 
Тогда получимъ: 


С 
Черт. 14. 


Ор.ОА. (ВО-ЬАС)=0С . ОВ. (ВО—АС) 
или, раскрывъ скобки, 
Ор.ОА. ВО—Ор.ОА. АС=0С. ОВ. ВО-0С .ОВ. АС. 


Перенесемъ членъ О). ОА. АС въ правую часть равенства, 
а членъ ОС. ОВ. ВР въ л$вую; тогда 


Ор. ОА. ВР—0б.0В.ВО=Ор. ОА. АС—0б. ОВ. АС. 
А. Ляминъ. Физ -Мат Хрест. т. 1Ш, ч. 1. 5 


— 66 — 


а скобку общихъ множителей, найдем, 


ДалЪе, вынося З 
—АС(Ор. ОА—ОС . ОВ). 


ВГОр. 04—0С. ОВ) 


ращая послфднее равенство на вы 
что 


| 
сок ражен1е, заключенное 
въ скобкахъ, получимъ, 


Вр=АС. 
Разъяснеме. Ошибка заключается въ неправильномъ сокра- 


г ! 
щен!и на выражен!е (00. ОА—0С ‚ ОВ). Оно равно нулю, 
а на нуль, какъ извЪстно, сокращать нельзя. ДЪйствительно, 


изъ раэзсмотрфн!я чертежа находимъ, что 


ор: 0С=ОВ:ОА или ОФ. ОА= ОС. ОВ, 
откуда Ор. ОА—ОС . ОВ=0. 


Отрфзокъ прямой равенъ части этого же отр$зка. 
(Часть равна цфлому). 
Пусть данъ отрфзокь ММ прямой. Проведемъ перпендику- 


Г. лярно ММ двЪ прямыя ВР и БТ и к=а- 
кую-либо прямую АВ, пересЪкающую 


А 
ММ въ точкЪ 0. Полученные треуголь- 
м (9. х ники АОМ и МОВ подобны, а потому 
МВ ОМ 
К ли —0м' но, такъ какъ, ОМ=ММ—ОМ, 
—. УВ ММ-—ОМ 
й о -.: (1) 
р т ОМ 
Черт. .15, Проведемъ далъе какую-либо прямую 


СК, параллель 
треугольниковь СКВ и СМВ и тогда изъ подобя 


№МВ ОМ 
ХВ-СЕ ии “8 _.МЬИ—ОМ 


емо й = 


ОпредЪлимъ изъ пропорщи (1)и (2) отрфзокъ №В; найдемъ: 


КИММ—0М) 
и 3} —= У 


_ АЛКМХ — ОМ) 
м К 


№В= 
откуда 

АМ. СК. (ММ—ОМ)=КВ.ОМ.(ММЬ—ОМ)}, 
или, раскрывая скобки, 


АМ. МХ .СКЬ—АМ.СК.ОМ=оМ. КВ. ММ—ОМ? . КВ. 


Прибавимъ къ обфимъ частямъ полученнаго равенства выра- 
жене (АМ. МО. СК-КВ. ММ. ОМ); тогда, послЪ соотвЪт- 
ствующихъ сокращений, получимъ: 


АМ. ММ .СКЬ—КВ.ММ.ОМ=АМ . МО. СК—ОМ?*. КВ. 


или, вынося общихъ множителей за скобку, 
ММАМ . СК-КВ.ОМ)=оОМ(АМ .СК—КВ. ОМ). 


Сокращая на выражен1е, стоящее въ скобкахъ, получимъ: 


Разъясненле. Въ этомъ паралогизмф допущена та же ошибка, 
что и въ предыдущемъ—мы сократили на нуль. ДЪйствительно, 
изъ подобя треугольниковьъ АМО и СКВ слЪдуетъ: 

АМ ОМ 

——=-—_ или АМ .СК=КВ. ОМ, 

КВ СК 
откуда 


АМ. СК—КВ. ОМ=0. 


Во всякомъ прямоугольномъ треугольникЪ сумма кате- 
товъ равна гипотенуз$. 


РаздЪлимъ гипотенузу АВ прямоугольнаго треугольника АВС 
пополамъ и построимъ ломаную линю АГОМВ такъ, чтобы 
5% 


АГ и ОМ были параллельны ВС, а ГТ)и МВ—параллельны АС. 
Тогда катетъ ВС=АГ-+-ЛПМ, а катетъ АС=рГо-+ МВ. 
Сложивъ полученныя равенства по- 
В членно, найдемъ: 


АС--ВС=дЕ--ГО-+-ЬМ+МЬ, 


т.-е. сумма катетовъ равна длинЪ ло- 
маной лин!и, состоящей въ данномъ слу- 
чаЪф изъ четырехъ звеньевъ. 

ДалЪе раздфЪлимь АД и ПОВ пополамъ 
и выполнимъ то же построенйе; послЪ 
этого убЪдимся, что 


ВС =АГ О.Г» ОГ О.Г 
И АС=Г.П: ТГ р -Ть0. --ГаВ. 


Черт. 16. 


Сложивъ эти равенства почленно, мы снова ‘убЪдимся, что 
сумма катетовъ равна длинф новой ломаной линии. 

Увеличивая число звеньевъ ломаной, мы каждое звено бу-. 
демъ уменьшать, тогда какъ вся ломаная будетъ приближаться 
къ совпаден!ю съ гипотенузой и въ предЪлЪ, когда число звеньевъ 
будетъ безконечно велико, ломаная сольется съ гипотенузой; 
а если такъ, то въ предЪлЪ сумма катетовъ будетъ равна гипо- 
тенузЪ. 


Раззясненле. Такой выводъ полученъ нами благодаря кепра- 
вильному переходу къ предфлу—къ ломаной съ безконечно- 
большимъ числомъ звеньевъ. Мы брали рядъ различныхъ ло- 
маныхъ, и хотя онф были составлены изъ различныхъ по числу 
и величинЪ звеньевъ, но сумма ихъ длинъ была постоянна и 
равна суммЪ катетовъ. Если же длина первой ломаной не равна 
гипотенузЪ, то и длина послфдней не равна ей. 


Разбирая болЪе строго этотъ паралогизмъ, вспомнимъ опре- 
дфлен!е термина «предЪлъ». Если. имЪфемъ двЪ величины, одну 
перемЪнную а, а другую постоянную А, то А тогда называется 
предЪломъ а, когда абсолютная разность А—а будетъ меньше 
всякой напередъ заданной величины. Итакъ, «предфлъ» уста- 
навливается только для перемфнныхъ величинъ. У насъ же 


длина ломаныхъ-— величина постоянная, равная суммЪ катетовъ, 
а потому никакихъ предфловъ для нея не сушествуетъ. 


Онружность круга равна его д’аметру. 


Возьмемъ окружность рац!уса П. Длина ея будеть 2лЁ. 
РаздЪлимъ д!аметръ на 4 части и изъ точекь С и О опишемъ 


окружности ращуса - Тогда длина окружности бупетъ 


В 
2 ы =лВ, а сумма ихъ длинъ 2лВ, т.-е. будетъь равна длинЪ 


первоначальной окружности. Если въ каждую изъ полученныхъ 


р Е 
окружностей впишемъ еще по двЪ, радуса = то сумма длинъ 


всЪхъ окружностей будеть равна 4.22. 12а, т.-е. опять 


длин первоначальной окружности. Къ тому же результату 
придемъ, уменьшая ра- 
л1усъ вписываемыхъ ок- 
ружностей въ 2, 4, 8, 
16, 32 ит. д. разъ. 
Но съ другой сто- 
роны эти окружности 
уменьшаются и въ преё- 
дл, когда ращусъ каж- 
дой изъ малыхъ окруж- 
ностей обратится въ без- 
конечно-малую величи- 
ну, а сама такая окруж- 


ность обратится въ точ- 
ку, о сумм длинъ этихъ окружностей придется говорить, 


какь о суммЪ безконечнаго числа точекъ. Предфлъ этой 
суммы есть даметръ, такъ какъ точки располагаются на немъ, 
слЪдовательно сумма длинъ малыхъ окружностей въ предЪлЪ 
будеть равна даметру, а если такъ, то длина всякой окруж- 


ности равна ея щаметру. 


Черт. 17. 


ОЕ 


Разъяснене. Этоть паралогизмъ также, какъ и предыдущи, 
основанъ на неправильномъ толкован!и термина чпредфль». 
Какъ мы знаемъ, это понят!е существуетъ только для перем$н- 
ныхь величинъ, а наша сумма длинъ только кажется перем$н. 
ной, а на самомъ дфлЪ она постоянна и равна длинЪ перво- 
начальной окружности. Поэтому здфсь дфлать перехода къ 
предЪлу нельзя. 


Въ любомъ треугольник одна изъ сторонъ равна сумму 
двухъ другихъ. 


Возьмемъ какой-нибудь треугольникь АФН. Пусть точки 
С, Си Е обозначають средины его сторонъ. Изъ подо@вя тре- 
угольниковъ АШН, АСРГи ЕСН 

заключаемъ, что 


Еб= = —СО-=АС. 


Черт. 18. 


Поэтому сторона А)д=АС-- ЕС, а сторона ОН=бН-СЕ. 

Сложивъ почленно эти равенства, увидимъ, что сумма сто- 
ронъ АО-+ЮН равна длинф ломаной лини АСРСН. 

Раздфливъ стороны АС, СР, Ра, АР, ЕН и СН пополамъ, 
мы, по предыдущему, найдемъ, что сумма сторонъ АДи ОН опять 
равна длинЪ вновь полученной ломаной лини АВКЕЕРГОН. 
Увеличивая же число звеньевъ этой ломаной линии, мы въ пре- 
ДЪлЪ получимъ ломаную лин!ю, сливающуюся со стороной АН, 
т.-е. прямую, длина которой равна АН. СлФдовательно, сумма . 
сторонъ АД и ПН будетъ равна сторонф АН, что и требовалось 
доказать. 

Разъяснене. Ошибка та же, что и въ предыдущемъ софизм5; 
она заключается въ неправильномъ переходф къ предфлу; длина 
получаемыхъ ломаныхь не есть величина перемфнная, а по- 
стоянная. 


ВС НЕЕ 


Изъ точки, лежащей вн прямой, можно опустить на 
эту прямую два перпендикуляра. 


Пусть изъ данной точки Г’ требуется опустить на прямую АВ 
перпендикуляръ. Покажемъ, что этихъ перпендикуляровъ можно 
опустить два. 

Соединимъ Р съ какими-либо точками Ги К данной прямой. 
Прямыя ГР и КГ 
раздЪлимъ пополамъ 
и опишемъ изъ ихъ 
срединъ, какъ изъ 
центровъ, окруж- А г 
ности, которыя пе- 
ресЪкутъ прямую АВ, 
положимъ, въ точкахъ Черт. 19. 

Ми №. Соединимъ эти 

точки съ точкой Р. Тогда МРи №Р будутъ перпендикулярами 
кь АВ. Въ самомь дЬлф, уголь РМГ, какъ опирающийся 
на полуокружность, есть прямой; то же можно сказать и отно- 
сительно угла РМВ. 

Разъясненле. Полученный результатъ основанъ исключительно 
на невЪфрности чертежа. На самомъ дЪлЪ точки пересЪчен1я 
съ прямой АВ окружностей будуть сливаться. Докажемъ это. 
Соединимъ 5 съ Ги К. Углы РЕГ и РЭК, какъ вписанные, 
опирающиеся на д1аметръ, будутъ прямыми. Сумма ихъ равна 24, 
т.-е. лия БОК есть прямая. 


Изъ точки, взятой на прямой, можно возставить къ этой 
прямой два перпендикуляра. 


Возьмемъ прямой уголь АОВ и черезъ вершину прямого 
угла проведемъ произвольно прямую ОМ. Отложивъ на этой 
прямой произвольную величину ОМ, раздфлимъ ее пополамъ 
и изъ найденной средины (@, какъ изъ центра, опишемъ окруж- 
ность. Проведя изъ № прямую, параллельную АО, найдемъ 
нЪфкоторую точку Р, которую соединимъ съ О. ОгрЪзокъ ОР 
перпендикуляренъь къ М№Р, такъ какъ уголь ОРМ опирается 


ге О: 3-Е 


на д1аметръ (№ окружности; слфдовательно, онъ будетъ перпен-- 
ликуляренъ и къ прямой 40, 
которая параллельна МР. Такимъ 
образомъ, къ прямой ЛО въ 
точкф 0 булетъ возставлено два 
перпендикуляра-—0Б и РО. 

Разъяснеие. Причина ошиб- 
ки— неправильный чертежъ. Точ- 
ка Р прямой МР необходимо 
должна совпасть съ точкой $8. 
Только тогда линшя МР, какъ 
перпендикулярная къ ОВ, будетъ 
параллельна 40. 


Черезъ точку внф прямой можно провести къ этой 
прямой дв$ параллельныя. 


Пусть дана прямая ММ и точка Т внЪ ея. Проведемъ -пря- 
мую ОТ, параллельную ММ. ЗатЪмъ, соединивъ Т сь какой- 
нибуль точкой О прямой ММ, раздЪлимъ полученный отр$- 
зкъ ТО пополамь и 
построимь на немъ, 
какь на д!аметрЪ, 
окружность. Возста- 
вивъ изъ О перпенди- 
куляръ 05 до пересЪ- 
чення съ окружностью 
и соединиЕъ В съ Т, Черт. 21. 
получимь прямую БТ, 
которая, будучи перпендикулярна къ БО (какъ сторона 
вписаннаго, опирающагося на д1аметръ, угла), въ то же время 
будетъ параллельна лини ММ. СлЪдовательно, черезъ точку Т 
проведено двЪ лин!и БТ и ОТ, параллельныя ММ. 

Разьясненле. Въ данномъ случаЪф невфренъ чертежъ. Точка 5 
необходимо должна совпасть съ точкой 5’ прямой ОТ, такъ какъ 
уголь О8’Т—прямой, и 5’О, какъ перпендикулярная къ одной 
изъ параллельныхь—къ ОТ, должна быть перпендикулярна и 


ЕО Е 


къ другой, т.-е. 5’О должна быть перпендикулярна къ ММ. 
Если же такъ, то 5 совпадетъ съ 5’. 


Всякая хорда окружности равна ея д’аметру. 


Возьмемъ окружность и проведемъ д!аметръ АВ и хорду АП. 
Черезъ средину О этой хорды проведемъ прямую ВС; соединивъ 
точки Си ГП, получимъ нЪфкоторую 
хорду СП. Докажемъ, что С)=АВ. 

Разсмотримъ треугольники АОВ 
и СОР. Углы А и С, какъ вписан- 
ные, опирающеся на одну и ту же 4 В 
дугу ВП, равны между собою. По 
той же причинЪ равны углы Вир. 
КромЪ того, сторона АО равна сто- 
ронЪф ОШ. СлЪдовательно, эти тре- О 
угольники, какъ имфюще по равной Черт. 22. 
сторон и по два равныхь угла, 
равны между собою. А если такъ, то противъ равныхъ угловъ 
лежать и равныя стороны. Слфдовательно СО)=АВ. 

Разъясненле. Ошибка заключается въ томъ, что при доказа- 
тельствЪ равенства треугольниковъ мы не обратили вниман!я на 
положен!е сторонъ и угловъ. Въ треугольникЪ АОВ сторона АО 
образуеть углы Аи АОВ, а въ треугольникЪ СОШ, равная ей 
сторока ОШ, образуетъ углы Пи СОФ. Углы ОАВ и СОЛ равны, 
но углы Аи Пне равны. СлЪдовательно, въ нашихъ треуголь- 
никахъ по сднсму изъ прилежащихъ къ одной изъ сторонъ 
угловъ не равны. Если такъ, то треугольники не равны, и всЪ 
выводы, основанные на ихъ равенствЪ, являются ошибочными. 


Всякая окружность имфетъ два центра. 


Возьмемъ произвольный уголъ АОВ и возставимъ въ точкахъ 
А и В, взятыхъ на его сторонахъ, перпендикуляры АТ и ВТ 
до пересЪчен!я ихъ въ точкЪ Т. Черезъ полученныя три точки 4, 
Ти В проведемъ окружность (три точки вполнф опредфляютъ 
ея положен!е). Пусть окружность пересЪчетъ прямыя ОА и ОВ 


фе ы 


въ точкахъ /[ и М. Тогда, соединивъ М и М съ Т, найдемъ, 
что отрфзки МТ и МТ будуть шаметрами окружности, такъ 
какъ опирающ!еся на нихъ 
вписанные углы МАТ и 
МВТ — прямые. А если 
такъ, то средины этихъ 
д1аметровъ — точки 8 и 
5’—будутъ центрами про- 
веденной окружности. 
Разъясненле. Ошибка 
произошла отъ невЪрнаго 
чертежа. Проведенная ок- 
Черт. 23, ружность необходимо дол- 
жна пройти черезъ точки 
В, Т, А и 0, такь какъ около четыреугольника АТВО 
можно описать окружность. (ИзвЪстно, что всегда можно опи- 
сать окружность около четыреугольника, сумма противополож- 
ныхь угловъ котораго равна 24). Если же окружность пройдеть 
черезъ точку О, то точки М и М сольются съ 0, а потому точки 
$ и 9 совпадутъ. 


ВсЪ треугольники суть равнобедренные. 


Возьмемъ какой-нибудь треугольникъ ВБТ (неравнобедрен- 
ный). Проведемъ биссектриссу угла 5 и въ срединЪ стороны ВТ 
возставимъ перпендикуляръ, который пересфчется съ биссек- 
триссой либо внутри треугольника, либо внЪ его. `ПересЪчь 
же ее онъ долженъ, иначе треугольникъ ВТ будетъ равно- 
бедреннымъ. 

Г. Пусть О есть точка пересфчен1я перпендикуляра и бис- 
сектриссы. Соединимъ точку О съ вершинами Ви Т двухъ дру- 
гихъ угловъ и опустимъ’ изъ нея перпендикуляры ОМ и ОМ 
на стороны В5 и БТ; тогда найдемъ, что треугольники М5О 
и ОБМ равны, какъ прямоугольные съ равными гипотенузами 
и прилежащими къ ней углами. Слфдовательно, 


М5=5М.. 


р бе 


Такимъ же образомъ и треугольники ИМО и ТМ№О равны, 
какьъ имфюше равные катеты (МО=ОМ) и гипотенузы, а потому 


ВМ =МТ. 
Складывая полученныя равенства почленно, найдемъ, что 
$ 
$ 
К т 
М М 
® $: Т О 
Черт. 24. Черт. 25. 


В5=95Т, т.-е. треугольникь ПБТ есть равнобедренный. 

11. Пусть 0, точка пересфчен1я перпендикуляра и биссек- 
триссы, находится внф треугольника. Тогда, соединивъ ее 
съ вершинами В и Т треугольника и опустивъ на стороны 85 
и `5Т перпендикуляры МО и МО, найдемъ, что треугольники 


МО5 и №085 равны; откуда Р. 
и М5=5М. 
Изъ равенства же ЛД-ковьъ МВО и МОТ имъемь 
МЕ=МТ. 
Вычитая почленно второе равенство изъ перваго, найдемъ 
ЕВ5=5Т, 


т.-е. треугольникъ ВАТ есть равнобедренный. 

Разъясненле. Опишемъ около взятаго треугольника окруж- 
ность. Мы видимъ, что точка О пересфчения перпендикуляра 
съ биссектриссой должна находиться на окружности въ срединЪф 
дуги ВОТ, такъ какъ биссектрисса и перпендикуляръ дфлятъ 
дугу пополамъ. СлЪдовательно въ | случаЪ невфренъ чертежь 


в Об 


(точка О не можетъ находиться внутри треугольника). Раз- 
сматривая же треугольцикъ 5ТО, видимъ, что уголъ ЭТО тупой, 
такъ какъ 90 не проходитъ черезъ центръ 
окружности. (Если же 50 проходитъ 
черезь центръ, то треугольникъ ИЯТ 
равнобедренный). Если же уголъ ЭТО 
тупой, то уголь ЭДО будетъ острымъ, 
потому что дополняетъ его до 24. По- 
этому точка М—основан!е перпенди- 
куляра, опущеннаго изъ точки 0— 
будетъь внЪф отрфзка ЭТ, а точка М— 
Черт. 26. внутри отрфзка ИВ5. Мы же начер- 
тили обЪ эти точки внЪ соотвЪтству- 
ющихь отрфзковъ. Такимъ образомъ, и въ этомъ случаЪ 
ошибка произошла отъ не точности чертежа. 


$ 


Тупой уголъ равенъ прямому *). 


Возьмемъ четыреугольникь АВСШ, въ которомъ уголъ С 
прямой, уголь О-—тупой и противоположныя стороны ВСи АР 
равны. Возставимъ изъ срединъ Ви РЕ сторонъ АВи СШ перпен- 
дикуляры къ этимъ сторонамъ; такъ какъ эти перпендикуляры 
не могутъь быть другъ другу параллельны (АВ непараллельна СЛ), 


Черт. 27. Черт. 28. 


то они должны пересЪчься либо внутри четыреугольника, напр., 
въ точкЪ О (черт. 27), либо внЪ его (черт. 28). Соединивъ 
точку О (любой чертежъ) съ вершинами четыреугольника, най- 
демъ, что, треугольники АОШ и ВОС равны между собой (по 


*) Софизмъ заимствованъ въ н®сколько измВненной редакщи изъ книги 
Фурре—Геометр. головоломки и паралогизмы. 


ыы: У 


тремъ сторонамъ). Поэтому ДАРО=.. ВОО. Прибавивъ къ ка- 
ждому изъ этихъ равныхъ угловъ одинъ и тотъ же уголъ РОО, 
равный углу КСО (для перваго случая, черт. 27), или вычитая ихъ 
(для второго случая, черт. 28), получимъ, что С АС = С. ВСР, 
т.е. тупой уголъ равенъ прямому. 

Раззяснее. Ошибка заключается въ неправильности чер- 
тежа. ДЪло въ томъ, что точка О не можетъ быть ни внутри 
треугольника, ни между точками Ки 0, (черт. 29); она обяза- 
тельно должна находиться гдф-нибудь за точкой 0.1, т.-е. на 
продолжен!и отрфзка КО въ сторону точки 0.. Для того, чтобы 
показать это, отложимъ (черт. 29) длину ОС’=0С на перпенди- 


кулярЪф, возставленномъ изъ точки О къ прямой АД съ той 
стороны, гдЪ не находится ВС; пусть точка О, будетъ точкой 
встрЪчи перпендикуляровъ, возставленныхъ къ прямымъ РС 
и ОС: изъ ихь срединъ Ги РЕ’. Точка О» есть центръ окруж- 
ности, проходящей черезъ точки С, С’и Г. Если повернуть 
фигуру ВСШ около точки О такъ, чтобы точка С пришла въ по. 
ложен!е П, то треугольникъ ВСП перейдетъ въ положене АПС’ 
(по услов!ю АР=ВС). Такъ какъ точка В совпадаетъ съ точкой 4, 
а отрфзокъ ОВ съ отрфзкомъ ОД, то перпендикуляръ, возста- 
вленный къ прямой АВ изъ ея средины Е, пройдетъ черезъ 
точку 0О.,. Такимъ образомъ, точка пересфчен1я перпендику- 
ляровъ, возставленныхъ изъ срединъ сторонъ АВ и СО, есть 
ни что иное, какъ точка 0 на чертежахъ 27 и 28. Такъ какъ 
точка (0, находится на перпендикулярЪ, возставленномъ къ пря- 
мой ПС’ изъ ея средины Т’, то прямая О,Ё’ параллельна пря- 
мой АД и находится по ту сторону АО, гдЪ не находится точка С. 


Е НК 


ВслЪдств1е этого оба наши чертежа неправильны, и разсматри- 
ваемые нами треугольники будутъ имЪть совершенно иное поло- 
жен!е, чЪЬмъ то, какое имъ придано на чертежахъ 27 и 28. 


Площадь квадрата не всегда равна квадрату стороны. 


Возьмемъ квадратьъ ММ№РО со стороной въ 8 линейныхъ 
единицъ. Разрфжемъ его такъ, какъ показано на чертежЪ 30, и 
изъ полученныхъ частей сложимъ треугольникъ, изображенный 
на чертежЪ 31. Разсматривая его, найдемъ, что основан1е ВУ тре- 
угольника ВБУТ равно 10 единицамъ, а высота 5Т=13 ед. СлЪ- 


м 5 с. й 
5 

8 
А 
К. 
Ф 5 Е (9) 

Черт. 30. 
10.13 
довательно, площадь треугольника ар кв. едини- 


цамъ. Но такъ какъ квадрать ММ№РО равновеликъ треуголь- 
нику АБУ, тои площадь квадрата будетъ равна 65 кв. единицамъ, 
тогда какъ, на самомъ дЪлЪ, она равна 8*=64 кв. единицамъ. 

Разъясненле. Ошибка заключается въ томъ, что лини ВВ’5 
и ИГГ’Б будуть не прямыя, а ломаныя. ДЪйствительно, если бы 
лини Аб и У5 были прямыми, то треугольники В5Т и В’БТ' 


были бы подобны, а потому мы имфли бы пропорщю ВТ. 51 


ВЕТ 5Т 
Подставивъ въ полученной пропорши соотвфтствующ!я зна- 
чення для входящихь въ нее отрЪзковъ, получимъ нелфпое 


— 79 — 


5 1 
равенство: о СлЪдовательно, написанной пропорщи быть 


не можетъ, а потому треугольники П5Т и В’5’Т’ не будуть 
подобны; иначе говоря, прямыя В’б и ВЕК’ не будуть служить 
продолженемъ одна другой. 

КромЪ квадрата со стороною въ 8 единицъ, можно взять 
и друпе, напр. въ 21, 55 ит. д. единицъ. Чтобы найти эти числа, 
возьмемъ такъ называемый рядь Фибоначчи: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 
13, 21 ит. д., гдф каждый послЪдующ!Й членъ получается путемъ 
сложен!я двухъ, непосредственно ему предшествующихъ. Одно 
изъ свойствъ этого ряда заключается въ томЪ, что квадратъ 
каждаго члена отличается на +1 отъ произведеня предшествую- 
‘щаго и послфдующаго членовъ. Такъ: 


2—1 .3=-1, 
32—2 .5=—1, 
52—3.8=-1, 


ВыдЬливъ равенства, у которыхъ правая часть равна —1, 
мы и получимъ тЪ числа, которыя можно брать для нашихъ 
квадратовъ, чтобы наиболфе удобно получить вышеприведенный 
софизмъ. 


143 =145. 


Возьмемъ прямоугольникъ АВГС со сторонами въ 13 и 11еди- 
ниць и, проведя дагональ, сдвинемъ полученные треугольники 
по ихь общей гипотенузф. Полученная фигура будетъ состоять 
изъ квадрата А’В’С’Г’ со стороной въ 12 единицъ (слЪдова- 
тельно, съ площадью въ 144 кв. единицы) и двухъ треугольни- 
ковъ В’5’О и С’Т’Р (площадь каждаго изъ которыхъ равна 
`0,5 кв. единицамъ). Площадь полученной нами фигуры будетъ 
равна 145 кв. единицамъ, тогда какъ площадь прямоуголь- 


ника АВСШ равна 11.13=143 кв. единицамъ. Такимъ обра- 
зомъ, 143—145. 


Разьяснеме. Ошибка заключается въ томъ, что фигуру 
А’'В’О’С’, которая не будетъ квадратомъ, мы приняли за квадратъ. 


Черт. 33. 


ДЪйствительно, сторона А’В’=12 ед., отрЪзокъ Ор’=и ед., 
но отрфзокъ В’О не равенъ единиц. Вычислимъ его. Изъ тре- 
угольниковъ РА’5’и @В’5’ имЪемъ: 


В'9_В'5' р В9_1 
АР А'5’ г 


откуда В’9= = 


Поэтому сторона В’П’=11 — ед. 
13 


Слфдовательно, площадь А’В’С’П’ равна 12. Ив= 1422, 


площадь каждаго изъ треугольниковъ равна 1. и. 1=5» а 


площадь всей полученной фигуры 142 &--2.1=143 кв. еди- 
ницамъ, 


63 =64. 


Возьмемъ квадратъ со стороной въ 8 единицъ длины и раз- 
рЬжемъ его такъ, какъ показано на черт. 34. ЗатЪмъ сложимъ 
полученныя части такъ, какъ показано на черт. 35. Вычисляя 


ИВ 


площадь квадрата, найдемъ ее равной 64 кв. единицамъ, тогда 
какъ площадь прямоугольника равна 63 кв. единицамъ. 


К 


ь 7 
8 
8 9 
Черт. 34. Черт. 35. 


Разъясненле. СдЪлавъ несложныя вычислен!я длинъ отр$з- 
ковъ, аналогично тому, какъ мы поступали въ предыдущемъ 
софизмЪ (основываясь на подоби входящихъ въ составъ фигуръ 
треугольниковъ), легко найдемъ ошибку. 


Весьма любопытный парадоксъ *). 


Въ заключен!е статьи о геометрическихъ паралогизмахъ 
7 < 


—— 


Черт. 36. Черт. 37. 
приведемъь слЪдующ!Й весьма любопытный парадоксъ. Суще- 
*) Приводимый парадоксъ помфщенъ въ книг Игнатьева «Въ царствЪ 


смекалки», стр. 36—39. Кн. 3-я. Изъ этой книги мы его и заимствуемъ сь нЪ- 
которыми измЪнен!ями. 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. т. Ш, ч. [. 6 


ствуетъ игрушка, состоящая изъ двухъ картонныхъ ЛИСТОВЪ, 
которые изображены на прилагаемыхъ фиг. Зби 37. Наложимъ 
картонный кругЪ, изображенный на фиг. 36, на часть, изобра- 
женную на фиг. 37, такъ, чтобы игрушка приняла видъ, изобра- 
женный на фиг. 38. ПослЪдняя фигура, какъ видимъ, предста- 
вляетъ собой земной шаръ, по краямъ котораго размфщены въ 
различныхъ позахъ 13 воинственныхъ китайцевъ. Повернемъ 
теперь подвижный кругъ по направлен1ю стрЪлки, не измЪняя 
положен1я его центра, такъ, чтобы какой-либо изъ китайцевъ 
занялъ положен1е своего сосфда. ПослЪ этой манипулящи мы 
получимъ то, что изображено на фиг. 39. Сосчитаемъ теперь, 
сколько китайцевъ на послЪдней фигурЪ? Ихь будетъ уже 12. 
Куда же дЪвался одинъ китаецъ? 

Сколько бы читатель ни ломалъ голову надъ причиной исчез- 
новен!я китайца, ему врядъ ли удалось бы разрЪшить эту загадку. 


А между тЪмъ разгадка очень простая и нЪкоторымъ образомъ 
связана съ предыдущими софизмами. Для лучшаго выяснен!я 
только что приведеннаго парадокса представимъ себЪ, что на 
прямоугольномъ кускЪ картона начерчено 13 совершенно одина- 
коваго размЪра палочекъ, расположенныхъ на одинаковомъ 
разстоян1и другъ отъ друга, какъ показано на черт. 40. Про- 
ведемъ прямую черезъ противоположные концы крайнихъ черто- 
чекъ и по этой прямой разрЪжемъ картонъ. Если теперь сдвинуть 


Ее -Я 8: 


обЪ полученныя половины такъ, какъ показано на черт. 41, 
то вмЪсто 13 палочекъ мы получимъ только 12. ДЪло въ томъ, 


Черт. 40. Черт. 41. 


что вновь полученныя палочки длинн$е прежнихъ, при чемъ 


] ы 
разница въ длин равна т части прежней палочки, въ чемъ 


нетрудно убЪдиться изъ разсмотрфн!я прямыхъ ММ (черт. 40) 
и РО, образующихъ стороны угла, пересЪченныя рядомъ парал- 
лельныхъ прямыхъ, отстоящихь другъ отъь друга на равныхъ 
разстоян1яхъ. Вспомнивъ соотвЪтствующую теорему геометр1и, 
легко замфтить, что линня ММ отсЪкаетъ отъ второй палочки 


] но 
= часть ея длины, оть третьей т ит. д. 


Сдвигая указаннымъ выше образомъ обЪ части картона, мы 
прикладываемъ отсфченный отрЪзокъ каждой палочки къ соот- 
вЪтствующей части предыдущей, вслЪдств!е чего каждая па- 
лочка удлиняется на 1/1, своей первоначальной длины, а потому 
и всЪхь палочекъ получается уже не 13, а 12. 

Расположимъ теперь палочки по кругу такъ, какъ показано 
на черт. 42. Если вырФзать внутренн!й кругъ и укрФпить его 
въ центрф такъ, чтобы онъ могъ вращаться, то, повернувъ этотъ 


Черт. 42. Черт. 43. 


кругъ по направленйю движен!я часовой стрЪлки такъ, чтобы 
6* 


а 


часть предыдущей палочки совпала съ послфдующей, мы полу. 
чимъ то, что изображено на черт. 43. Изъ разсмотрЪн1я двухъ 
послФднихъ чертежей легко убЪдиться, что и въ этомъ случаф, 
какъ и въ предыдущемъ, одна палочка исчезла, при чемъ 
причина этого исчезновен!я весьма понятна. 

На только что разсбранномъ принципф и основанъ выше- 
приведенный парадоксъ съ исчезновенемъ китайца. 


Мосты и острова, вычерчиване фигуръ 
съ одного почерка, лабиринты. 


Въ настоящей статьф разсмотримъ нЪфсколько вопросовъ, 
относящихся къ такъ называемой геометр!и положен1я (Апа]у$1$ 
Низ *), а именно вопросы о мостахъ и островахъ, о вычерчиван!и 
фигуръ съ одного почерка и о лабиринтахъ. 


Мосты и острова. 


Въ 1759 году Эйлеръ предложилъ слЪдующую задачу: рЪка 
Пречель своими рукавами образуеть въ Кенигсберг островъ 
Кнейпгофъ. Черезъ оба рукава переброшено 7 мостовъ, распо- 


г 
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ложенныхъ, какъ показано на чертежЪ 44. Предлагается ръшить 


*) См. статью зАпа!уз15 з{458». 


вопросъ, можно ли обойти всЪ эти мосты, побывавъ на каждомъ 
одинъ и только одинъ разъ. Конечно, это должно быть сдЪфлано 
во время только одной прогулки. 

Какъ оказывается, въ данномъ случаЪ этого сдЪлать нельзя, 
причины этого будутъ ясны изъ нижеприволимыхъ разсужденй. 

Обозначимъ для большей простоты разсужденйй мЪстности, 
соединенныя мостами, буквами 4, В, Си Пи будемъ ими записы- 
вать пройденный путь, располагая буквы въ томъ порядкЪ, 
въ какомъ будуть проходиться мЪФстности. Такъ, напр., если 
мы пройдемъ изъ 4 въ В, а затЪмъ въ ПО, то пройденный путь 
запишемъ въ видф АВГ ит. п. Постараемся установить связь 
между числомъ буквъ, обозначающихъ пройденный путь, и 
числомъ пройденныхъ мостовъ. Пусть будетъ перейденъ одинъ 
изъ мостовъ, соединяющихь Д съ С; тогда пройденный путь 
обозначится въ видЪ АС. Далфе перейдемъ изъ С въ Г; тогда 
весь путь выразится послфдовательностью буквъ АСР. Перейдя, 
наконецъ, черезъ трет!й мостъ изъ Ш въ В, получимъ путь АСОВ 
изъ четырехъ буквъ. 

Запишемъ эти результаты въ таблицу слЪдующимъ образомъ: 


О Не Число буквъ пути. 
Аг зе 
ии В ар о обаьаоь ОО" оао 
Зари ие ОБЬ вые 

ит. д. 


Легко видфть, что число буквъ, входящихъ въ выражене 
пути, будетъ на 1 больше числа пройденныхъ мостовъ, и если бы 
задача была возможна, то, совершивъ путь, мы должны были бы 
записать его восемью буквами, такъ какъ прошли бы по одному 
разу всЪ 7 мостовъ. 

Въ какомъ же порядкЪ должны слфдовать буквы? Мы видимъ 
изъ чертежа, что А соединено съ Си съ В двумя мостами; поэтому 
послЪфдовательность АС или С.А должна повториться два раза. 
То же самое надо сказать и про послЪдовательность буквъ Ди В. 
Эти услов1я должны быть соблюдены, если задача возможна. 


Но данный вопросъ легче разобрать, если учитывать не 
послЪдовательности отдфльныхъ двухъ буквъ, а установить 
опред$ленное правило, при помощи котораго можно бы было 
рЪшить, сколько разъ должна входить каждая буква въ нашу 
послЪдовательность, выражающую весь путь. Возьмемъ мЪст- 
ность А. Изъ нея ведетъ пять мостовъ въ друг!я мЪстности. 
Пусть мы пойдемъ изъ А и пройдемъ одинъ мостъ. Тогда буква А 
войдетъь одинъ разъ (АС). Если мы пройдемъ три моста, то 
буква А войдетъ два раза (АСАВ). 

Пройдя пять мостовъ, получимъ выражене (АСАВАГ), 
въ которое А войдетъ три раза. 

Запишемъ эти выводы въ нижеприводимую табличку и най- 
демъ связь между числами обоихъ столбцовъ. 


Число пройденныхъ Число повторений 
мостовъ. буквы. 
| ® * ® ® * ® ® ® ® ® К? ®Ф . . ® Ф . . * - ® | 
3 ® ® ® ® * ® ® ® ® ® ® ® * ® * .® . `® * * . 2 
5 ® * ФФ Ф ® * ® р] ® ь * * + . ® * Ф ® ® х * 3 
п- 1 
я О . . ® ® . . * . . О . * . . . ® * * ® * 
2 


Мы видимъ, что связь эта проста. Числа второго столбца 
получимъ, если, прибавивъ къ соотвЪтствующему числу перваго 
столбца единицу, полученную сумму раздЪфлимъ на два. 

Итакъ, обобщивъ первые три вывода, заключаемъ, что если 
дфло идеть о мфстности съ нечетнымъ числомъ мостовъ (такую 
мфстность условимся называть нечетной мЪстностью), то, чтобы 
получить число повторен!й соотвЪтствующей этой мЪстности 
буквы, надо къ числу мостовъ прибавить единицу и сумму раз- 
дълить на два. Легко убфдиться, что на выводъ нисколько не 
вл1яеть, начинаемъ ли мы путь, направляясь изъ нечетной 
местности или же направляясь въ нее. ЗамЪфтимъ также, что 


ТЕ 


наше заключен1е выведено при соблюден1и услов1я—перейти 
каждый мостъ только по одному разу. 

Примфнимъ полученные выводы къ нашей задачЪ. 

У насъ 7 мостовъ. Сл$довательно, путь долженъ быть запи- 
санъ 8 буквами, 

Въ мЪстности А пять мостовъ, поэтому 


5-1 
число повторенйй А= `— Е. 


Такимъ же образомъ найдемъ, что 


— 3-1 _ 


число повторений В= == 


3+1 
» » г 
» у р 
Всего ... 9 буквъ. 


Итакъ, въ выражен!е нашего пути входить 9 буквъ, но, 
какъ мы видфли, для возможности данной задачи ихъ должно 
быть 8. Отсюда мы и заключаемъ, что задача невозможна. 

Воспользуемся полученными выводами для установлен!я 
общей теор!и переходовъ, аналогичныхъ Эйлеровымъ. Возьмемъ 
какую-нибудь мЪстность, хотя бы А, и будемъ переходить черезъ 
четное число мостовъ. Разберемъ, сколько разъ должна повто- 
ряться въ данномъ случаф буква А. ОтвЪтъ будетъ различенъ, 
въ зависимости отъ того, начнемъ ли мы путь изъ А или изъ 
другого какого-нибудь мЪста, напр. изъ С. 

Пусть мы вышли изъ Си прошли черезъ А въ В. Мы прошли 
два моста и путь запишется САВ. СлЪдовательно, пройдя два 
моста, мы получимъ одно А. Вернувшись изъ В въ С опять-таки 
черезъ А, мы пройдемъ еще два моста, всего съ прежними четыре. 
Путь запишется въ видЪ (САВАС). СлЪдовательно, при четы- 
рехъ мостахъ, А входитъ два раза. Наша таблица въ данномъ 
случаЪ будетъ: 


— 39 — 


Число мостовъ. Повторенйе букяъ 
2 | 
4 2 


Мы видимъ, что соотношен!е между числами обоихъ столбиовъ 
очень просто. Числа второго столбца являются половинами 
соотвЪтствующихъ чиселъ перваго. 

НЪсколько сложнЪфе получается зависимость, если начать 
путь изъ 4. Пройдя изъ 4 въ С и обратно, получимъ путь (АСА). 
Прошли мы два моста и получили два повторен1я буквы. Затфмъ 
пройдемъ въ В и обратно. Всего, съ пержними, пройдемъ четыре 
моста и получимъ путь (АСАВА), т.-е. три повторен!я А. Вообра- 
зимъ, что область ) также соединена съ А двумя мостами; прой- 
демъ въ Л и обратно. ПослЪ этого будеть пройдено шесть мо- 
стовъ и путь запишется послфдовательностью (АСАВАЛА), 
т.е. найдемъ четыре повторения А. Выпишемъ въ табличку 
въ первый столбецъ число мостовъ, а во второй—число повторе- 
нй буквы А и постараемся отыскать зависимость между числами 
этихъ двухъ столбцовъ, какъ дфлали и раньше. Общ законъ 
не трудно будетъь подмЪтить. 


Число мостовъ. Число повторенйй 
буквъ. 
2. 2 
п 
О о вере а те | 
2 


Итакъ, число второго столбца получимъ, если соотвЪтствую- 
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щее ему число перваго раздфлимъ на два и къ частному приба- 
вимъ единицу. 

Если назвать мфстность съ четнымъ числомъ мостовъ четною, 
то полученные результаты можно формулировать слЪдующимъ 
образомъ. 

Если начать путь изъ какой-нибудь области, направляясь 
въ четную, то число повторенйй соотвЪтствующей ей буквы 
получимъ, раздфливъ ‘число мостовъ на два. 

Если отправиться изъ самой четной МЪстности, то соотвЪт- 
ствующая ей буква въ выражен!и пути повторится число разъ, 
на единицу большее половины числа всЪхъ ея мостовъ. 

Число же повторен!й буквы, обозначающей нечетную мЪст- 
ность, равно числу мостовъ, сложенному съ единицей и затЪмъ 
уже раздЪленному на два. 

При полномъ обходЪ любая изъ мЪстностей можетъ быть 
взята за исходную. ВслЪдств!е этого условимся, начиная нашъ 
путь, всегда направляться въ четную мЪстность; тогда для 
четной мЪФстности число ея повторенйй будетъ равно половинЪ 
числа ея мостовъ. 

Теперь уже не трудно по числу мостовъ мЪстности узнавать 
число повторен!й соотвЪтствующей ей буквы въ выражен 
полнаго пути. Выше мы видЪфли, что обходъ возможенъ, когда 
число всфхъ буквъ въ обозначен1и полнаго пути на единицу 
больше числа всфхъ мостовъ. Теперь посмотримъ, какъ по 
общему виду мЪстностей заключить о возможности или невоз- 
можности задачи. Вернемся къ Эйлеровымъ мостамъ и запишемъ 
данныя въ слЪдующемъ порядкЪ.. 


Число 


Ва Число повторен!й 
мостовъЪ. буквъ. 
7 въ 4—5 ЕС 
» В Беде а 
» (0—3 це. Ш 
» ПЗ Е. 
14 9 
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Легко замЪфтить, что сумма чиселъ второго столбца есть 
число, вдвое большее числа всфхъ мостовъ, такъ какъ каждая 
единица выражаетъь конецъ моста, находящИйся въ соотвфт- 
ствующей мЁстности. Эта сумма обязательно должна быть 
четною, такъ какъ половина ея есть цфлое число (число всЪхъ 
мостовъ). Но четною сумма можетъ быть только въ томъ случаЪ, 
если всъ МЪстности четныя, или же, если нечетныя будутъ вхо- 
дить по парамъ. Отсюда заключаемъ, что задача возможна 
только въ случаЪ четнаго числа нечетныхъ мЪстностей или же 
при полномъ ихъ отсутстви, 

Посмотримъ теперь на сумму чиселъ третьяго столбца. Мы 
знаемъ, что она выражаетъ число всЪхъ буквъ въ записи нашего 
пути и что задача возможна тогда, и только тогда, когда число 
всЪхъ буквъ на единицу больше числа всЪфхъ мостовъ. Легко 
замЪтить, что четныя Мфстности не увеличиваютъ общаго итога 
буквъ; число повторен!йй всЪхъ буквъ четныхъ мостовъ равно 
числу этихъ мостовъ, а число повторенйй всЪхъ буквъ въ 
полной записи пути болЪе числа всЪхъ мостовъ; это есть слЪд- 
сте большаго или меньшаго числа нечетныхъ мъстностей, такъ 
какъ только къ ихъ числу мостовъ прибавляется по единицЪ 
и затьмъь уже сумма длится на два. Такимъ образомъ, если 
у насъ есть двЪ нечетныхъ области, то онЪ и дадутъ какъ разъ 
ту лишнюю единицу, которой отличается число всЪхъ буквъ 
отъ числа всфхъ мостовъ. СлЪдовательно, задача будетъ воз- 
можна, если нечетныхъ мЪстностей будетъ только двЪ. Если же 
ихь будеть 4, 6, ит. д., то сумма чиселъ третьяго столбца-— 
число буквъ въ записи пути—будетъ отличнымъ отъ числа всЪхъ 
мостовъ на 2, 3, 4 ит. д., т.-е. задача будетъ невозможна. 

Такъ дфло обстоить съ нечетными областями. Но откуда 
возьмется въ записи пути лишняя противъ числа мостовъ буква, 
если всЪ мЪфстности четныя? На это легко отвЪфтить, замЪтивЪъ, 
что среди всЪхъ четныхъ мЪстностей найдется одно, изъ которой 
мы начнемъ свой путь. Число повторенйй ея буквы будетъ на 
единицу больше половины числа ея мостовъ. Слфдовательно, 
она-то и даетъь эту лишнюю букву... 

Изъ сказаннаго можно заключить, что задача возможна 
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тогда, когда всф мЪфстности четныя, или же когда нечетныхъ 
будеть только двЪ, а четныхъ, конечно, сколько угодно. 
Въ послфднемъ случаф путь нужно начинать изъ нечет- 
90 мъстности. 


Разберемъ теперь нфсколько примфровъ. Совершимъ про- 
гулки по мостамъ трехъ городовь—Москвы, Петербурга и 
Парижа. Планъ рЪфкъ этихъ городовъ будемъ давать болЪе или 
менЪфе схематично. 


На прилагаемомъ планф Москвы-рЪки и Яузы нанесено 


15 мостовъ-—-Бородинскй (1), Крымск! й (2), Каменные Боль- 
шой (3) и Малый (4), Москворфцвй (5), Чугунный (6), Устьин- 


Черт. 45. 


сюе (7 и 8), Краснохолмсюе (9 и 10), Новоспассвй (11), Яуз- 
сюй (12), Высоюй (13) и два желЪзнодорожныхъ моста окруж- 
ной желЪзной дороги. Оставляя желЪзнодорожные мосты въ 
сторонЪ, посмотримъ, можно ли обойти всЪ остальные мосты, 
побывавъ на каждомъ только по одному разу? | 


а Ве а 


Составляемъ таблицу. 
Всфхь 


мсстсвъ. ЗИСЛО, МОСТОВ т. 
13 въ 4—8..... 4 
» В... .... 4 
о 
о о. 
Всего..... 14 


Такъ какъ 14—13=1|, то прогулка наша возможна. Да это 
мы можемъ заключить и сразу, узнавъ, сколько у насъ нечет- 
ныхъ мЪстностей. У насъ ихъ какъ разъ двЪ—Ви Л (см. черт. 45). 
Обходъ можно совершить хотя бы такъ: В, А.С.А.В.С В.А» 
В.С 110124130. ЗдЪсь буква означаетъь мЪстность, откуда мы 
идемъ, а цифры—мостъ на чертежЪ, по которому переходимъ. 
Путь начать изъ нечетной мЪстности. Будетъ ли задача воз- 
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можна, если присоединить желЪзнодорожные мосты, предо- 
ставляемъ рфшить читателю. 

Перейдемъ теперь къ Петербургскимъ мостамъ. Здфсь мы 
не будемъ брать всЪхъ мостовъ, а ограничимся только ведущими 
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черезъ Большую Неву, а также перекинутыми на больше острова 
черезь Малую Неву, Малую, Среднюю и Большую Невки. ВсЪ 
остальные рЪфки и каналы съ ихъ мостами мы оставляемъ въ 
сторонф, совфтуя читателю самому составить задачу и разо- 
браться въ возможности ея ршен]я. 

ВзглянувЪ на чертежъ, легко заключить, что прогулка наша 
по избраннымъ нами мостамъ невозможна, такъ какъ у насъ 
четыре нечетныхъ мЪстности. 


Число а Число повторенйй 
мостовЪ. буквъ. 
14 ВЪ. 44 пло 7 
у, Веб ца аа 3 
» (0-—4......... 2 
» 0-1..... | 
С Е 2 
›» Е-3......... 2 
« &3......... 2 
о е. 2 

Всего ... 16 


Мы видимъ, что буквъ 16, а мостовъ 14. Разность 16—14=2; 
теор!я эту двойку намъ уже предсказывала—вЪдь у насъ четыре 
нечетныхъь м$стности. 


- 
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Разсмотримъ теперь мосты Парижа, одного изъ самыхь 
#2я2ЕЫХЬ ГОроговъ. Эти мссты герекинуты черезъ Сену; всЪь 
з=и гредставяены на прилагаемомъ чертеж. Можро ли ихь 
обсата за скмЕъ разъ, не переходя черезъ каждый бояЪе окного 
раза? Ссститавъ мосты (чер. 47), составляемъ табяигу. 


Засяо всЪхь Число вовторенай 
а Число мостовъ , 

15 вь 4—8. .-..-`т...... 4 

› В4........... 2 

›» С(-4......-...-- 2 

$› 0)З..-....-...--.- 2 

> О о 3 

м бое 3 

Воего ... © 


Отсюда закяючаемъ, что задача возможна. Обхохь зоявенъ 
Е2ЗАться изь нечетной мЫстности и можеть быть соверненъ 
хотя бы такь: 


ЕьЁзВьР а АРС, ль Аль лэ Аа Вл5 Ель. 


Задачу на мосты можБо разнообразить какъ угожню. Моно, 
гарр., пройти июбую квартиру, пройия з2 окинъ разь всь тзеря, 
зо черезь кажиую только по одному разу. Въ этомь скузаь 
воикаты замфнять мЬстности, ивери— мосты. При разсвотреия 
зопроса о лабиринтахь мы къ этому примБру егэ вернеися. 
Пожь эту закачу можно поивести и такой снучай. Пусть, вапр., 
зоетрабанзисть заканся цнью посиБховатенью перейти эсь 
смежныя гранипы разжичныхь странъ какого-нибухь коати- 
нента кепремьнно по одному разу. Очезияно, страны соотвЪт- 
торые перекинуто по одному мосту кня изыкой черты, обией 
жЕумь сосбанимъ сторонамъ. Такь какь у Шьгла. Испани 
и Дани число граничь нечетное, то ция европейскаго иоетинента 
закьрене ночтрабанииста онажется неосуществамьяь- 
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Вычерчиван!е фигуръ съ одного почерка. 


Перейдемъ теперь къ вопросу о вычерчиван!и фигуръ съ 
одного почерка. ВсЪмъ, а если не всфмъ, то многимъ, приходи- 
лось въ свое время ломать головы надъ «простенькими геометри- 
ческими фигурами», вычерчивая ихъ «сразу», и не было болЪе 
неудачной фигуры, какъ квадратъ съ его д!агоналями. Поста- 
раемся разобрать сейчасъ вопросъ о вычерчиван1и геометри- 
ческихъ фигуръ. 

Возьмемъ прямоугольникъ съ его 
д1агоналями. Если вершины*) его 
будемъ разсматривать, какъ мЪстно- 
сти, а всЪ лини—какъ мосты, со- 
единяющ!е эти мЪстности, то задачу 
о вычерчиван!и этой фигуры СЪ 
одного почерка сведемъ на задачу о 
Кенигсбергскихъ мостахь. 

Въ самомъ дЬлЪЬ, вычерчивая ее однимъ почеркомъ, мы по 
каждой лин!и пройдемъ по одному разу, а въ каждой точкЪ по- 
бываемъ нЪсколько разъ. Поэтому, все то, что сказано въ теор 
переходовъ по мостамъ, цфликомъ отно- 
сится и сюда, съ замною только слова 
«мЪестность» словомъ-—«точка». 


Поэтому фигуры можно вычертить < 
В [^^ 
5 


Черт. 48. 


съ одного почерка въ случаф, если 
всЪ точки ея будутъ четными или если 
‚ среди четныхъ будетъ только двЪ нечет- 
ныхъЪ. Въ нашемъ прямоугольникЪ не- 
четныхъ точекъ 4, такъ какъ всЪ верши- 
ны нечетны, а потому задача невоз- Черт. 49. 
можна. 
Возьмемъ теперь какой-нибудь многоугольникъ, напр., 
п-угольникъ. Проведемъ въ немъ всф д!агонали. Тогда, какъ 


*) Точками пересфчен!я д!агоналей всЪхъ фигуръ можемъ пренебре- 
гать, такъь какъ онф всегда будутъ четныя. Кратность каждой равна 27, 
ГДЪ И число пересфкающихся въ этой точк% дагоналей. 
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извЪстно, въ каждой вершинЪф будетъ сходиться п—З шщагона- 
лей. Если же принять въ расчетъ и стороны, то найдемъ, что въ 
каждой вершинф всего будеть пересЪкаться п—1 прямыхъ. 
Поэтому, если многоугольникъ съ четнымъ ‘числомъ сторонъ 
("--четное), то каждая вершина будетъ нечетной точкой (п-+1 
—число нечетное) и наоборотъ. СлФдовательно вычертить однимт 
почеркомъ многоугольникъ съ его д!агоналями, если п-четное 
число, нельзя, и, наоборотъ, можно, если п —нечетное число. Мы 
видфли, что прямоугольникъ (п= 4) съ дагоналями не вычерчи- 
вается; если же взять пятиугольникъ, то онъ легко вычертится. 

Въ геометр!и положен!я доказывается, что въ замкнутой 
фигурЪ можетъ быть только четное число нечетныхъ точекъ, 
а потому легко сообразить, сколькими непрерывными лин1ями 
можетъ быть вычерчена фигура, если она не вычерчивается съ 


Черт. 50. Черт. 51. 


одного почерка. Такъ какъ двЪ нечетныя точки не препятствуютъ 
нашему вычерчиван!ю, то число непрерывныхъ лин!й будетъ 
вдвое меньше числа нечетныхъ точекъ. Такъ, напр., фигура ММ, 
въ которой 8 нечетныхъ точекъ, можетъ быть вычерчена 4-мя 
«почерками», фигура же РФ съ 12-ю нечет-; 
ными точками только 6-го непрерывными ли- 
ниями (черт. 50 и 51). 

Существуетъ предан1е, что Магометъ чер- 
тилъь съ одного почерка остр1емъ палаша 
свою подпись, представляющую два скрещен- 
ныхъ полумЪфсяца, какъ это представлено на т 
фигурь БТ. На этой фигурЪ встрчаются Черт. 52. 
лишь точки, въ которыхъ пересЪкается 
четное число лин, поэтому черчен1е ея съ одного почерка 
не представить никакихъ затруднений. 

Рис. 53 представляетъ собою чертежъ, принадлежащий Мо- 


А Ляминъ. Физ -Мат. Хрест. т. 11. ч. [. 7 
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профессору Гейдельбергскаго Униве 


Кантору, 
рицу рисунка сразу бросается въ глаза, въ 


Сложность этого 


ОСобен- 


Черт. 53. 


ности, если сравнить его съ квадратомъ и его дагоналями; но 
несмотря на это, онъ можетъ быть вычерченъ непрерывнымъ 
почеркомъ, такъ какъ заключаетъ въ себЪ только двЪ точки Д’и 7 
съ нечетнымъ числомъ лин, въ нихъ пересъкающихся. ° 

Ниже помЪщено рядъ интересныхъ фигуръ, вычерчиваемыхь 
съ одного почерка. Рядомъ съ каждой фигурой дано и ея 
ръшен!е. 


ФФ 


Черт. 54. Черт. 55. 


Черт. $ 
ре. Черт. 57. 
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Лабиринты. 


Теперь перейдемъ къ вопросу о лабиринтахъ. Подъ этимъ 
словомъ подразумЪваются таке ходы (искусственные или есте- 
ственные), попавъ въ которые, нельзя въ нихъ не заблудиться и, 
слЪдовательно, нельзя найти изъ нихъ выхода. Такъ думали 
древн!е. Въ ихъ жизни лабиринты играли огромную роль. Да это 
и понятно. Въ ТЪ времена, когда страны подвергались разгрому 
и расхищеню, умъ людей невольно долженъ былъ направиться 
на изыскан1е средствъ спасти самое дорогое свое сокровище. 
Люди видфли безпомощность въ этомъ отношен!и физической силы 
и пускались на хитрости. А такъ какъ лабиринтъ по ихъ мнфн!ю 
былъ неразръшимъ (т.-е. безъ плана въ рукахъ, нельзя было 
прийти въ какую-нибудь опред$ленную его точку), то, окруживъ 
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лабиринтомъ свое сокровище, древнйе вполнф были увфрены 
въ его безопасности. Такъ, напр., египтяне въ своихъ пирамидахъ 
окружали гробъ фараона лабиринтомъ; по тому же типу лабирин- 
товъ воздвигались и мноГя друг!я постройки, напр. храмы, 
гробницы и т. п. Предполагаютъ, что и слово «лабиринтъ» есть 
передЪланное греками египетское слово, означавшее «подземный 
хоДЪ». 

ДалЪе, на зарф христанской эры въ такихъ лабиринтахъ 
спасались первые христ!ане. Мы имфемъ въ виду катакомбы— 
подземныя гробницы, въ которыхъ, дЪйствительно, ничего не 
стоило заблудиться и умереть отъ голода и жажды. Современные 
рудники также могутъ служить примфромъ лабиринтовъ. 

Древн!е съ весьма большимъ уважен!емъ относились къ лаби- 
ринтамъ и часто вглетали ихъ въ свои легенды. Особенно по- 
пулярна, напр., легенда о Тезеф, греческомъ героЪ, который по- 
палъ въ лабиринтъ на остров КритЪ. По желанйю царя этого 
острова—Миноса, искуснымъ строителемь Дедаломъ былъ воз- 
двигнуть замЪчательный лабиринтъ. Въ немъ обитало чудовище 
Минотавръ. Аеиняне принуждены были платить этому чудо- 
вищу дань, посылая ежегодно семь дЪвушекъ и семь юношей, 
которыхъ чудовище съ аппетитомъ пожирало. Обыкновенно 
обреченныхъ на съфден!е вводили въ лабиринтъ; они тамъ и 
бродили, пока не попадали на завтракъ чудовищу. Тезей рЪ- 
шилъ убить чудовище. Несмотря на всю свою храбрость и 
мужество онъ погибъ бы въ стЪнахъ ужаснаго строен!я заблу- 
дившись, если бы его не спасла дочь Миноса—Ар!адна. Она 
дала ему клубокъ нитокъ, съ помощью которыхъ Тезей могъ 
выйти обратно, такъ какъ во время пути онъ постепенно 
разматы:алъ клубокъ. 

Но не только превн!е увлекались лабиринтами. Въ средн!е 
вЪка также занимались ихъ конструирован!емъ, хотя назначе- 
н!е лабиринтовъ было уже другое. Они какъ бы являлись сим- 
воломъ запутанности жизненнаго пути и эмблемой человЪче- 
скихъ ошибокъ. До насъ дошло много тканей, употреблявшихся 
на одфян!е христ!анскихъ царей. Ткани эти часто украшены 
рисунками лабиринтовъ. На полахъ церквей, на каменныхъ 
плитахъ и т. п. предметахъ также находились изображения ла- 
биринтовъ. | 
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Впрочемъ, лабирипты здфсь были просто на-просто очень 
длинными и извилистыми путями, пройти ио которымъ часто 
назначалось в видЪ наказантя. 

Особенное развит! е лабиринты получили на запалф. Но и 
У насъ, еще теперь, во многихъ монастыряхъ и лаврахъ можно 
найти д1аграммы довольно сложныхъ лабиринтовъ. 

Въ послфдующие вфка лабиринты совершенно утратили свое 
символическое значен!е и постепенно сдЪлались предметомъ 
простыхъ развлечений. Теперь по плану лабиринтовъ разби- 
ваются аллеи парковъ, дорожки цвЪтниковЪъ, садовъ и т. п. 
Трудно бываетъ найти въ такихъ садахъ путь къ центру и легко 
заблудиться. 

Обратимся теперь къ рЪшен1ю задачи о лабиринтахъ и по- 
стараемся показать, что неразрьшимыхъ лабиринтовъ нЪтъ. 
- Прежде всего покажемъ, что дЪйствительно пройдя конечное 
число разъ по всему лабиринту, мы обязательно придемъ къ 
выходу, а затЪмъ укажемъ правила, какъ лучше всего это сдЪлать. 

Вернемся къ нашему примЪру, иллюстрирующую задачу о 
Кенигсбергскихъ мостахъ-—къ обходу квартиры съ услов!емъ 
пройти всЪф двери, проходя черезь каждую только одинъ разъ. 
Мы видфли, что это возможно или когда всЪ комнаты имфють 
четное число дверей, или когда комнатъ съ нечетнымъ числомъ 
дверей только двЪ. Не трудно видЪфть, что лабиринтъ есть та- 
кая же квартира, но только съ очень болышимъ числомъ 
комнатъ-перекрестковь и что каждая дверь этой квартиры ра- 
стянута въ длинный *коридоръ. Отсюда уже легко понять, что 
обойти весь лабиринтъ, пройдя по каждому коридору только 
одинъ разъ, не всегда возможно, при чемъ невозможно тогда, 
когда у него болЪе двухъ перекрестковъ, соединенныхъ съ дру- 
гими нечетнымъ числомъ коридоровъ. 

Но что получится, если мы р-шимъ пройти по каждому ко- 
ридору два и только два раза? Это, какъ легко уяснить, равно- 
сильно тому, что у насъ стало вдвое болЪв ходовъ и по каждому 
изъ нихъ намъ надо пройти по одному разу. А разъ это такъ, то 
вВЕЪ. нечетные перекрестки превратятся въ четные и, слЪдова- 
тельно, задача—юбойти весь лабиринтъ, пройдя по каждому 
коридору не болЪе‘двухъ разъ,—вполнЪф возможна; если въ 
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каждомъ пункт лабиринта мы можемъ побывать, то не найти 
изъ него выхода нельзя. Изъ всякаго лабиринта можно всегда 
выйти, пройдя по его коридорамъ не болЪе двухъ разъ, при 
чемъ на практикЪ обыкновенно наталкиваются на выходъ раньше, 
чмъ будутъ пройдены всф коридоры по два раза. 

Остается рЪшить вопросъ, какъ слЪдуетъ итти, чтобы наиболЪе 
ц$лесообразнымъ образомъ найти выходъ изъ лабиринта. На это 
даетъ отвЪтъ французск!йЙ инженеръ Гремо, указавший три пра- 
вила для рЪфшен1я лабиринтовъ. 

Правило первое. Выйдя изъ начальнаго пункта или изъ ка- 
кого-либо перекрестка, слфдуетъ итти по произвольно выбран- 
ному пути до тЪхъ поръ, пока не придемъ къ глухому концу 
коридора или новому перекрестку; въ первомъ случаЪ, конечно, 
придется возвратиться назадъ, отмфтивъ это на стфнЪ или на 
полу двумя чертами, такъ какъ этотъ путь пройденъ два раза— 
впередъ и назадъ; во второмъ же--итти дальше по какому- 
нибудь произвольно взятому направлен!ю, отм$чая каждый 
разъ входъ въ перекрестокъ и выходъ изъ него. 

Это правило примфняють всяк! разъ, когда на пути встр$- 
чается неизвЪстный перекрестокъ. Но, очевидно, послЪ нЪсколь- 
кихь переходовъ, намъ, по необходимости, долженъ будетъ встрЪ- 
титься снова такой перекрестокъ, черезъ который мы уже про- 
ходили. При этомъ возможны два случая, смотря по тому, 
подходимъ ли мы къ перекрестку по пути уже пройденному, 
или же идемъ къ нему по новому пути. Сообразно съ этимъ при- 
мъняется одно изъ нижеслЪдующихъ правилъ. 

Второе правило. Приблизившись къ перекрестку по новому 
лути, слфдуетъ вернуться назадъ, отмфтивъ прибыте на пера. 
крестокъ и выходъ изъ него двумя чертами. ь 

Третье правило. Когда мы подойдемъ къ перекрестку путемъ 
уже пройденнымъ, слфдуетъ направиться по новому пути, если 
онъ существуетъ; а если его нЪтъ, то по пути, пройденному только 
одинъ разъ. 

СлЪфдуя этимъ тремъ правиламъ, всегда возможно выйти 
изъ самаго запутаннаго лабиринта, пройдя по каждому кори- 
дору его по два раза. Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ, во из- 
бъжан1и излишней запутанности, лабиринть АВСПЕ про- 
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стЪъйшей формы съ центральнымъ перекресткомъ ()(черт.70).Пусть 
Д будетъ точка, съ которой 
начинается обходъ. Не зада- 
ваясь никакимъ планомъ, мы 
проходимъ 40, ОС, СО, БО, 
отмфчая приближен!е къ пе- 
рекресткамь и выходъ изъ 
нихъ чертами аа, Ь6, сс, фи съ 
послфднимъ переходомъ при- 
ближаемся къ перекрестку, 
уже пройденному. Поэтому, въ 
силу правила второго, возвра- 
Черт. 70. щаемся тфмъ же коридоромъ, 
отмЪчая свое возвращение вто- 
ричными чертами ее. Придя къ перекрестку О, мы будемъ имЪть 
случай приближен1я къ знакомому перекрестку по пути, прохо- 
димому вторично, а потому, слфдуя правилу 3-му, должны будемъ 
итти по РЕ, отмфтивъ выходъ съ перекрестка ПР и приближене 
къ Е чертами 1х. Далфе идемъ по ЕО, примЪняя 1-е правило, 
т.-е. ставя отмЪтки 00. : 

Возвращаемся по тому же пути и, поставивъ, въ ‘силу 
правила второго, въ надлежащихъ мЪФстахъ черты |, про- 
должаемъ обходъ, согласно правилу третьему, по ЕА, сдЪлавъ 
отм$тки КК. 

Изъ сказаннаго ясно, какимъ образомъ примфняются указан- 
ныя правила при обход лабиринта. Условимся для краткости 
обозначать нашъ путь послфдовательностью буквъ въ томъ 
порядкф, въ какомъ мы ихъ проходимъ, при чемъ послЪ обозна- 
чен1я каждаго корридора рядомъ съ обозначающими его буквами, 
условимся помфщать соотвфтствующ!я малыя буквы, обозначаю- 
щ1я наносимыя черточки. Тогда остальной путь можно будетъ 
записать слЪдующимъ образомъ: 

АЕ) ЕП(И)ОЕ(тт)СВ(тт)ВО(оо)ОВ(фр)ВА(уу) АВ(»)ВС($$) 
СО(и)ОА(им). 

Такимъ образомъ въ концф-концовъ окажется, что, обойдя 
ВСЪ проходы по два раза, мы снова вступимъ на перекрестокъ А, 
съ котораго вышли. 
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Въ болЪе сложномъ примЪрЪ, полагаемъ, нЪтъ нужды, такъ 
какъ ходъ рЪшен!я задачи останется тотъ же. 


Предлагаемъ читателю поупражняться въ этихъ правилахъ, 
разрЪшивъ какой-либо изъ прилагаемыхъ ниже лабиринтовъ. 
Для этого совфтуемъ взять 
листъ тонкаго картона и, 
вырфзавъ въ немъ отверстЕе, и 
сквозь которое былъ бы ви- 
денъ одинъ ходъ, прикрыть 
этимъ листомъ планъ лаби- 
ринта. Двигая отверстйе по 
коридору лабиринта и отмЪ- 


чая пути по правиламъ Тремюо, 


ы Черт. 71. 
легко можно наити выхолдъ. р 


На рис. 71 пгедставленъ Лабиринтъ въ южномъ КессингтонЪ, 
устроенный Королевскимъ обществомъ садоводства, нынъ не 
существуетъ. 

Рис. 72 гред- 
ставляетьъ Ла- 
биринтъ въ са- 
дахъ дворца Хе- 
митонъЪ- Коуртъ. 

Онъ считается 

однимъ изъ кра- 

сивВЪйшихь Въ 

Англи. Этотъ Черт. 72. 

лабиринтъ былъ 

устроенъ въ первую половину царствованйя Вильгельма 11, 
хотя имфется предположен!е, что онъ существовалъ тамъ 
со времени Генриха УПТ. Способъ пройти къ центру и выйти 
изъ сада состоялъ въ томъ, чтобы, вступивъ въ лабиринтъ, съ 
перваго же шага и до конца касаться изгороди правой рукой. 


Рис. 76 Представляетъ Лабиринтъ въ Шартрскомъ соборЪ. 
Онъ имЪетъь 40 футовъ въ поперечникЪ; по этому лаби- 


рикту кающеся совершали путь, длинный и сложный, выполняя 
возложенную на нихъ эпитим!ю. 
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Рис. 74 представляетъ Лабиринтъ въ графствЪ Дорсетъ. Онъ 
состоялъ изъ холмиковъ, око- 
ло фута высоты и занималь 
около акра площади земли. 


=^ 7 


Черт. 73. Черт. 74. 


Въ 1730 году онъ былъ запаханъ. 
На рис. 73 приведенъ? образець нЪмецкаго лабиринта. Онъ 
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Черт. 75. Черт. 76. 


изященъ и не замысловатъ. 

На рисункЪ 75 приведенъ лабиринтъ, находящийся на одной 
изъ плить пола въ каездральномъ соборЪ въ ЛуккЪ. Поперечникъ' 
его равенъ 191/, дюймовъ. 


Ходъ шахматнаго коня *), 


Какъ извЪфстно, обыкновенная шахматная доска состоитъ 
изъ 64 клЪтокъ, на которыхъ разставлены соотвфтствующимъ 
образомъ 32 шахматныя фигуры. Вопросъ относительно различ- 
наго расположен1я королевъ на шахматной доскЪ, относящ!йся 
къ теор1и соединен!йй, мы уже разсмотрЪли во П томЪ хресто- 
мати. Обратимся здЪсь къ изслЪдован1ю вопроса о ходЪ шахмат- 
наго коня, такъ какъ этоть вопросъ непосредственно можеть 
быть отнесенъ къ геометр!и положенля. 

Задача на ходъ шахматнаго коня занимала еще средневЪко- 
зыхь шахматистовъ и состояла въ томъ, что требовалось про- 
извольными, но непрерывными ходами одного коня взять всЪ 
32 шахматныя фигуры, расположенныя въ любомъ порядкЪ 
ва одной изъ половинъ шахматной доски. Такъ какъ по пра- 
виламь шахматной игры для того, чтобы взять одной фигурой 
другую, надо стать на ея мЪсто,-то понятно, что въ данной задачЪ 
конь долженъ послфдовательно пройти всЪ 32 клЪтки той поло- 
вины доски, на которой находятся фигуры, становясь на каждую 
отдфльную кл$тку только одинъ разъ, чтобы взять фигуру, и не 
заходя на вторую половину доски. 

Задача, извфстная подъ назван1емъ хода коня въ настоящее 
время нфсколько отличается отъ вышеуказанной; она заклю- 
чается въ томъ, что требуется обойти конемъ всф 64 клЪтки 
шахматной доски такъ, чтобы на каждой клфткЪ конь былъ по- 


*) Статья составлена главнымъ образомь по ннигь Аренса—Матема- 
тичезня развлечен1я н игры. 
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слЪдовательно только одинъ разъ и послфднимъ ходомъ воз- 
вратился бы въ ту клЪтку; изъ которой вышелъ вначалф. 

Несмотря на то, что въ настоящее время эта задача является 
весьма распространенной, въ срединф ХУП вЪка она была еще 
очень мало извЪстна. Первый, кто занялся научнымъ рЪшенемъ 
этой задачи, былъ знаменитый Эйлеръ, которому ее предложили 
въ одномъ обществЪ. Въ дальнфйшемъ, вфроятно, подъ вл1ян1емъ 
работъ Эйлера въ этомъ направлен1и, задача о ходЪ шахматнаго 
коня получила весьма широкое распространен!е. 

Какъ извЪстно, ходъ шахматнаго коня заключается въ томъ, что 
конь можетъ передвигаться изъ своей клЪфтки или на 2 клЪтки по 
горизонтальному направлен1ю въ одну сторону и затЪмъ на 1клЪт- 
ку въ вертикальномъ направлен1и; или 
же— сначала на 2 клЪтки въ верти- 
кальномъ направлен1и и затЪмЪъ на 1 
клфтку въ горизонтальномъ. На при- 
лагаемомъ рисункЪ указаны точками 
ТЪ клЪтки, на которыя можетъ гере- 
мъститься конь изъ своего первсна- 
чальнаго псложен1я, а имегно— изъ за- 
штрихованной клЪтки, обозначенной 
буквой А. КлЪтка, на котсрой перво- 
начально находился конь и клЪтка на которую этотъ конь можеть 
быть перемфщенъ указаннымъ способомъ называются связанными 
между собой ходомъ коня. Само собой разум$ется, что на рисун- 
КЪ изображена только часть шахматной доски, и, если конь бу- 
детъ находиться ближе къ краю доски, то для него могутъ быть 
возможны уже не 8 различныхъ ходовъ, а только 6, 4, Зили даже 
2 хода, если онъ будетъ занимать одну изъ угловыхъ клЪтокъ. 
ЗдЪсь важно замфтить, что клЪтки, связанныя между собою 
ходомъ коня, обязательно различны по цвЪту, т.-е. если конь 
первоначально находился на бЪлой клЪткЪ, то онъ можетъ пере- 
МЪститься только на черную и обратно. Обыкновенно, при раз- 
смотрфн!и ходовъ шахматнаго коня клЪтку, на которой конь 
находился первоначально, называютъ начальной клЪткой, и по- 
слЪднюю— заключительной, —обЪ же вмЪстЪ—конечными. Если 
начальная и заключительная клфтки соединены между собой 


Черт. 77. 
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ходомъ коня, то весь путь, по которому конь обошель 
всЪ 64 клЪтки шахматной доски, называется замкнитымь; если 
же конечныя точки не соединены между собой хОЛОМЪ КОНЯ, 
то — незамкнутымь. Разсмотримъ здфсь нЪ-которыя рфшеня 
интересующей насъ задачи. 

Начнемъ съ того примфра, которымъ конь сначала проходить 
одну половину шахматной доски, а затфмъ переходитъ на вторую. 
На черт. 78 приведено одно изъ рЪшен!й этой задачи, при 
чемъ числа, стояшя въ клфткахъ, указывають порядокъ, зъ 
которомъ конь послЪдова- 
тельно проходитъ всЪ клЪт- 
ки; при этомъ, какъ ви- 
димъ, онъ сначала обхо- 
дить нижнюю половину до- 
ски, а потомъ верхнюю. 
Изъ разсмотрн1я этого рЪ- 
шен1я мы можемъ пр!йти 
къ сл5Бдующему интересно- 
му результату. Такъ какъ 
начальная и заключитель- 
ная клЪтки связаны между 
собой ходомъ коня, то 
весь путь коня является 
замкнутымъ, а сл$дова- 
тельно,—поставивь коня на любую’ изъ клфтокъ шахматной 
доски, мы можемъ обойти послЪдовательно всЪ клфтки въ по- 
рядкф, указанномъ на рисункЪ, и вернуться въ начальную 
клфтку. ДЪйствительно, если мы, наприм$ръ, желаемъ выйти 
изъ угловой клфтки, обозначенной цифрой 50, то мы должны 
послфдовательно переставлять коня на клФтки съ цифрами 51, 58 
ит. д. до клфтки съ цифрой 64, затЪмъ сдфлать ходъ на клЪтку 
съ цифрой 1 и, наконецъ, обойти послфдовательно всЪф клЪтки, 
перенумерованныя отъ 1 до 50. КромЪ того, такъ какъ каждый 
замкнутый путь коня можетъ быть пройденъ по двумъ взаимно 
противоположнымъ направлен!ямъ, т.-е. въ порядки возраста- 
н!я чиселъ отъ 1 до 64 или въ порядкЪ ихъ послЪдовательнаго 
убыван!я, то при любой начальной клфткЪ мы можемъ пройти 
конемъ двумя различными способами. 


Черт. 78. 
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Приведемъ теперь рЪшен!е задачи, указанное Эйлеромъ въ 
письмЪ кь Гольдбаху. Это рфшен1е, какъ и предыдущее, яв- 
ляется замкнутымъ (черт. 79). 

Давая рфшен1е этой задачи, Эйлеръ совершенно не указы- 
заеть пр!емовъ и какихъ либо соображен1й, руководившихъ имъ 
при ршен!и этой задачи. Вопросъ этотъ детально не разрЪшенъ 
еще и до настоящаго времени; число всевозможныхъ рЪшенйй 
этой задачи не опредЪлено, 
но все, что можно сказать 
относительно этого, — это 
то, что число этихь рЪше- 
нй чрезвычайно велико. 

Д!аграммы задачъ на 
ходъ коня БЪ прежнее вре- 
мя представлялись весьма 
запутанными и неправиль- 
ными, но въ настоящее 
время несмотря на то, что 
по существу дла полная 


БЫ ЕР] сея эьыбшень 
к: возможна, были все-таки 


Черт. 79. получены достаточно хоро- 

ше результаты. НЪкоторые 

образцы этихь рЪшенй въ вид даграммъ приведены на 

рис. 80, при чемъ изъ всЪхь этихь рЪшен!й только поелЪднее 
является незамкнутымь. 

Существуеть нфсколько различныхъ пр!емовъ, при помощи 
которыхь могутъ быть рЪшаемы задачи на ходъ коня, но всЪ они 
лишены строгаго теоретическаго обоснован1я, а потому не всегда 
приводять къ желаемому результату. НаиболЪе пригоднымъ 
практическимъ правиломъ для составлен1я ходовъ коня является 
слЪдуюшщий. Поставивъ коня на любую клЪтку шахматной доски, 
обходять имъ нфсколько клфтокъ въ произвольномъ порядкЪ, 
послЪ чего при каждомъ изъ послЪдующихъ ходовъ стараются 
выбрать изъ всЪхъ клФтокъ, на которыя конь можетъ быть пере- 
ставленъ изъ даннаго положен1я, ту, съ’ которой ходомъ коня 
соединено наименьшее число оставшихся свободныхъ клЪтокъ, 
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и развлеченя», въ которой указаны также и нфкоторые 
иные пр!емы, даюц йе болфе или менфе симметричныя рЬшеня. 
Здфсь же мы упомянемъ еще о такъ называемыхъ могическихь 
ходахъ коня, при которыхъ числа, указываюция порялокъ про. 
хожден!я конемъ клфтокъ доски, имфютъ постоянную сумму 
въ каждомъ послЪдователь- 
номъ горизонтальномъ и 
вертикальномъ ряду. Такие 
ходы называются магиче- 
скими въ виду того, что 
они обладаютъ свойствомъ 
магическихъ квадратовъ, о 
которыхъ упоминалось въ 
[ томЪ физико-математиче- 
ской хрестомат1и. Какъ по- 
казываетъ самый простой 
расчетъ, постоянная сумма 
для каждаго горизонталь- 
- наго и вертикальнаго ря- 
ерт. `81. довъ при всЪхъ услов!яхъ 

будетъ равна 260 (см. 1томъ 
хрестомат!и). На черт. 81 приведенъ примЪръ магическаго хода 
коня въ томъ видЪ, какъ онъ быль предложенъ русскимъ шах- 
матистомь Янишемъ. Если читатель возьметъ на себя трудъ 
соединить всЪ послфдовательные ходы коня въ приводимомъ 
прим$рф, то онъ получить даграмму, изъ которой видно, 
что это рЪшенйе не только удовлетворяетъ основному тре- 
бованю, но вмЪстЪ съ тЪмъ является замкнутымъ и сим- 
метричнымъ. 


Симметр1я и ея проявленя въ 
природ? °). 


Весьма мног!я изъ понят, которыми мы пользуемся въ обы- 
денной жизни, не поддаются точному и краткому опредЪлен!ю. 
Это часто зависитъ отъ того, что данное понят1е кажется прс- 
стымъ только на первый взглядъ, но при болЪе глубокомъ его 
разсмотрфн1и оказывается весьма и весьма сложнымъ. Къ числу 
такого рода понят принадлежить и понят!е о симметрии, 
проявлен!я которой встрЪчаются въ обыденной жизни. на ка- 
ждомъ шагу; мы наблюдаемъ, напр., симметр1ю въ архитектуръ, 
въ музыкЪ, въ литературныхъ произведен1яхъ, въ раститель- 
номъ и животномъ м!рЪ, въ расположен1и различныхъ прел- 
метовъ ит. п. 

Задача науки, имфющей дфло съ этой областью, заклю- 
чается въ томъ, чтобы сложное и многообразное объяснить на 


основан!и`простогои очевиднаго. В | : 
Самымъ простымъ фактомъ . 

‚ симметр!и является симметр1я 0 

двухь точекъ относительно Черт. 74. 


третьей, если онЪ лежатъ съ 
ней на одной прямой и равно удалены отъ нея. На чертежф 74 


ев 
*) Матер!аломъ ‘при составлен!и этой статьи служила книга проф. 
Вульфа—чСимметр!я и ея проявлен!я въ природ». 
А. Ляминъ, Физ.-Мат. Хрест. т Ш, ч. [. 8 
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представленъ рядъ точекъ, попарно симметричныхъ относи- 
тельно точки 0. 


Изъ разсмотрфн1я чертежа нетрудно понять, что и отрЪзки 
прямыхъ Оа и О’, а и а’}’, также симметричны, такъ какъ 
состоятъ изъ симметричныхъ точекъ. Затфмъ, такъ какъ че- 
резъ точку О можно провести множество прямыхъ, то можно 
получить множество точекъ, попарно симметричныхъ относи- 
тельно 0. 


Если отрфзки прямой, сходящеся или пересЪкающеся 
въ одной точкф, рав- 
ны и расположены 
подъ равными углами 
другъ къ другу, то ко- 
нечныя ихъ точки об- 
разуютъ собою груп- 
пу симметричныхъ 
Черт. 75. Черт. 76. точекъ относительно 
центральной, назы- 
ваемой цчентромь симметруи (черт. 76). Симметр!ю подобнаго 
рода мы разсмотримъ боле подробно на симметр!и плоскихъ 
фигуръ. | 
Безконечный рядъ точекъ, расположенный на безконечной 
прямой, въ равныхъ разстоянйяхъ другъ отъ друга, предста- 
вляеть собой симметричный рядъ, 
такъ какъ вс эти точки попарно | 
симметричны относительно любой 
точки. | 

ДвЪ точки Аи В на плоскости © 09 
будуть симметричны относительно 
прямой, если онф расположены на Е В 
одной прямой, перпендикулярной къ Черт. 77. 
первой и равно удалены отъ нея 
(черт. 77). Если перегнуть чертежъ по лини ОО’, то точки 
А и В совпадутъ. 


Лин1я ОО’ называется линлей симметруи или осъю сим- 
метр!и. 


— ИА — 


Два отр\зка прямой (черт. 78) будуть расположены симме- 
трично относительно прямой, если конечиня точки отрЪзковъ сим- 
метричны. Очевидно, что эти два отрЪзка должны быть равны и что 
каждой точк% на прямой АВ соотвфтствуетъ опредЪленная точка 
на прямой (`1), причемъ обЪ точки будутъ расположены на рав- 
номъ разстоян1и отъ лин!и симметрии. 

Симметр!я лин!й въ пространствЪ — 
опредЪляется подобнымъ же обра- 
зомъ относительно плоскости симме- 
тр!и. Два отрфзка прямой будутъ 
расположены симметрично, если ихъ 
конечныя точки, а, слЪдовательно, 
и  промежуточныя, находятся Черт. 78. 
попарно на одномъ перпендику- 
лярЪ къ плоскости и равно-удалены отъ него. 


\. 


| 


| 
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Симметрия плоскихъ фигуръ. 


Плоскую фигуру мы называемъ симметричной, если она 
имЪеть лин!ю симметр!и (иначе плоскостную ось симметр!и)}, 
т.-е. такую лин!ю, относительно которой всф точки фигуры 
симметричны. Если мы перегнемъ такую фигуру по лини сим- 
метр!и, то всЪ точки одной ея половины совпадутъ съ точками 
другой. Фигура можеть имЪфть не одну, а н$фсколько линйй 
симметр!и. Примфромъ фигуры съ одной линйей симметр!и мо- 

жеть служить равнобедренный 
| треугольникъ, раздфленный пер- 
[С пендикуляромъ, опущеннымъ изъ 
вершины угла Сна основан1е АВ, 
на дв симметричныя части. 

На этомъ примфрф пояснится 
для насъ характерное отлич!е сим- 
метр!и фигуръ отъ ихъ равенства, 
заключающееся въ невозможно- 

5 сти совмфщен!я фигуръ, симме- 

Черт. 79. тричныхъ относительно одной ли- 

ни, не выводя ихъ изъ пред+-. 

ловъ плоскости. Какъ бы ни перемфщали мы треугольники 
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АС) и ВС въ данной плоскости, мы никогда ихъ не 
совмЪстимъ, и этотьъ фактъ приводить насъ къ устано- 
влен!ю различ1шя между предметами совмЪстимо равными и 
симметрично равными,--различ!ю, которое уяснится для насъ 
еще болЪфе, когда мы отъ изучен!я симметр1и фигуръ на плосно- 
сти перейдемъ къ изучен!ю симметр1и фигуръ въ пространствЪ. 
Два симметричныхъ, но неправильныхъ многогранника, напр., 
двЪ симметричныхъ неправильныхъ пирамиды никогда не могутъ 
быть совмфщены въ нашемъ пространствЪ трехъ измЪренийй, 
какъ бы мы ихъ въ немъ ни перемфщали, и только по аналоги 
съ только что разобраннымъ случаемъ утверждаютъ, что совмф- 
щен!е ихъ возможно въ пространствЪ четырехъь измЪрений. 
Въ теор!и симметр!и при изучен!и фигуръ подобнаго рода поль- 
зуются т. наз. способомъ зеркальнаго отражения. 

Зеркальное изображен!е фигуры симметрично самой фигурЪ; 
возможность совмЪфщен!я съ зеркальнымъ изображен1емъ н$- 
которой фигуры какой-нибудь другой фигуры доказываетъ 
симметр!ю послфдней съ данной. 

Установивъ, такимъ образомъ, различе между совмЪстимо 
равными и симметрично равными фигурами, мы тотчасъ же 
‘должны оговориться, что понят1я эти не исключаютъ другъ 
друга и при извЪстныхъ услов1яхъ совпадаютъ. 

Такъ, если мы возьмемъ равнобедренный треугольникъ, 
составленный изъ двухъ равныхъ 
равнобедренныхъ прямоугольныхъ 
треугольниковъ, то полученный 
треугольникъ будетъ длиться ли- 
н1ей .симметр!и на два симме- 
трично равныхъ и совмЪстимо рав- 
ныхъ треугольника. 

Вообще говоря, если лин!я 

Черт. 80. симметр!и дЪлитъ фигуру на такя 

двЪ части, изъ которыхъ каждая 

сама по себф симметрична, т.-е. имЪетъ свою лин1ю симметрии, 

то так1я. фигуры и совмЪфстимо равны, но совмфщаюцщяся въ 

нихь точки не принадлежать къ симметрично расположен- 
нымъ точкамъ данной фигуры. 
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Возьмемъ далЪе двЪ неправильныя фигуры, не имфющ!я 
лин!й симметр!и, но совмЪфстимо равныя; напр.,два треуголь- 
ника (черт. 00). з | 

Приложивъ и. А 
ихь одинъ КЪ р. т. | ых —_ 
другому сторо- Ал ——>6 4 и 
нами АС и 4*С' `Черт. 81. Черт. 82. 
такъ, чтобы онЪ 
совпали несоотвЪтственными точками, получимъ параллело- 
граммъ (черт. 83), не им ющй осей симметр1и. Ближайшее раз- 
смотрЪн!е однако показываетъ, что точки симметр!и въ немъ 
имЪъются. 

Каждая лин!я, проведенная черезъ средину О лини АС, 
пересфчетъ его стороны на равныхъ разстоян1яхъ отъ точки Ои 
дастъ двЪ точки, напр. Ки К,симметрич- 
ныя относительно точки О, котораяи но- 
сить назван!е центра симметри. Если 
мы повернемъ полученную фигуру на 
1809 около центра симметр!и, то она 
совпадеть всфми своими точками съ 
точками, имъ симметричными; такъ каиъ 

‚ Черт. 83. эти точки будутъ точками ея первона- 

чальнаго положен!я, то и вся фигура 

своими очертан1ями совпадеть со своимъ первоначальнымъ по- 
ложешемъ. 

Оть этого случая симметр!и фигуры, имЪфщей точку симме- 
тр!и, но не имЪъющей осей симметр!и перейдемъ къ велучаямъ 
симметр!и, въ которыхъ встрЪчается и то, и другое. 

Для этого разсмотримъ квадратъ и пра- 
вильный шестиугольникъ. р 

Квадрать иметь 4 ливши симметрии, 
точка пересЪчен!я которыхъ является его. 
центромъ симметр!и. Вращаясь около него, 
квадратъ, черезъ каждые 90°, приходитъ въ 
совпадене со своимъ первоначальнымъ поло- 
жен1емъ, совмфщаясь съ нимъ 4 раза въ Черт. 84. 
течен1е. полнаго оборота. 
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Правильный шестиугольникъ иметь 6 осей симметр!и и 
при полномъ оборот около центра симметри. совмфщается 
съ первоначальнымъ положен!емъ 6 разъ. 

Нетрудно замЪтить, на основанйи ра- 
зобранныхъ примЪровъ, что центръ сим- 
метр!и обладаеть двумя свойствами и 
можетъ быть опредЪленъ двоякимъ об- 
разомъ. 

1) Центръ симметр!и есть точка, 
равноотстоящая отъ всЪхъ взаимно сим- 

Черт. 85. метричныхъ точекъ. 

2) Центръ симметр!и есть центръ 
вращен1я фигуры, перемфщаясь около котораго на нЪкоторый 
уголъ, называемый угломъ совмъщенля, фигура приходить въ 
совпаден1е симметричными точками со своимъ первоначаль- 
нымъ положенемъ. 

Число совмфщен1й, въ течен1е полнаго оборота фигуры около 
центра симметр1!и, называется порядкомъ ея симметр!и и тотяд- 
хомь центра симметруи. Такъ параллелограммъ имфетъ центръ 
симметр1и второго порядка, квадратъ-—-четвертаго, шестиуголь- 
никъ—шестого, кругъ—безконечнаго. 

Оба приведенныхъь опредфлен!я центра симметр!и вполнЪ 
согласуются одно съ другимъ и обусловливаютъ другъ друга 
для случая плоскихъ фигуръ. При изученйи симметр1и фи- 
гуръ въ пространств, мы замЪтимъ на примфрахъ такъ-назы- 
ваемой сложной симметр1и, что тамъ такого совпаден1я не су- 
ществуетъ. 

Образован!е сложныхъ симметричныхъ фигуръ изъ простыхъ, 
симметричныхь и несимметричныхъ, а также симметричное 
расположен1е предметовъ, представляютъ собою явлен1я одного 
и того же рода. Въ основЪ того и другого лежитъ извЪстное 
однообраз1е въ расположен!и относительно лин!Й симметр!и 
и центровъ симметр!и, съ которымъ мы встрфчались уже при 
разсмотрЪн1и плоскихъ фигуръ.. 

Одинъ случай заслуживаетъ здфсь особеннаго вниман!я. 
Если мы возьмемъ рядъ предметовъ, расположенныхъ на равномъ 
разстоян1и другъ отъ друга по линйи окружности, то такое 
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расположен!е симметрично. Предположивъ, что рад1усъ окруж- 
ности увеличенъ до безконечности, мы получимъ прямолинейный 
рядъ, простирающийся въ обЪ стороны въ безконечность, и рядъ 
этотъ будетъ симметриченъ, чего нельзя сказать о рядЪ, огра- 
ниченномъ нфсколькими предметами, такъ какъ въ послЪднемъ 
случаЪ при передвижен!и ряда въ ту и другую сторону онъ 6у- 
детъ выходить за свои предфлы. ПримЪръ такого рода предста- 
вляетъ намъ такъ на- 
зываемая параллело- 
грамматическая сЪт- 
ка, которая получает- 
ся путемъ соединен1я 
въ ряды симметрич- 
ныхь фигуръ, напр., 
треугольниковъ. Сим- 
метря проявляется 
здЪсь уже не какъ 
симметр!я отдфль- 
ныхь фигуръ, а цБлыхь рядовъ, которые при поступательномъ 
движении въ опредфленныхь направленяхь совмфщаются 
другъ съ другомъ и потому симметричны, если мы предполо- 
жимъ, что сфтка покрываетъ собой всю неограниченную пло- 
скость. При этомъ всЪ вершины параллелограммовъ сЪтки, 
называемыя узлами сЪтки, а также всЪ центры и всЪ средины 
сторонъ параллелограммовъ будутъ центрами симметр!и второго 
порядка. 

Строя сЪтки, которыя удовлетворяли бы всЪмъ этимъ требо- 
ван1ямъ, нетрудно убЪфдиться, что число такихъ сЪтокъ не- 
велико; оно опредфляется въ зависимости отъ угловъ, полу- 
чаемыхъ при пересЪчен!и лин! сЪтки; эти углы могутъ быть 
въ 60°, 90°, 120°и 180°; соотвЪтственно этому сФтки могутъ быть 
составлены изъ равностороннихъ треугольниковъ, квадратовъ, 
ромбовъ и прямоугольниковъ. 

Такого рода сЪтки употребляются, какъ важное пособ1е при 
изучен1и строен1я кристалловъ и растенйй, такъ какъ ихъ свой- 
ства совершенно тождественны съ н$фкоторыми свойствами кри- 
сталловъ и растенйй. | 
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Основныя свойства лин!й симметри и центровъ симметри. 


`Плоская фигура, какъ мы уже видфли на примЪрахъ сим- 
метр!и правильныхъ многоугольниковъ, можетъ им$ть не одну, 
а нЪсколько осей симметрии. 


Можно установить слЪдующ!я положен1я. 


Двь лини симметрии, переспколоииясл подъ остирымь ‘или 
тупымь Угломь, обусловливають существовалие третьей лини 
симмепирти. 

Пусть АВи СР лини симметр1и. Разсматривая симметр1ю ка- 
ксй-либо фигуры по отношен1ю къ одной изъ этихъ лин, напр. 
Ср, мы должны для точекъ найти симметричныя точки по 
другую сторону СО, такъ какъ точки А и В принадлежатъ 
къ точкамъ данной фигуры. 
Пусть эти точки будутъ Ри Е; 
соединивъ ихь лишей РЁ, не- 
трудно доказать, что каждымъ 
двумъ точкамъ, симметричнымъ 
относительно АВ, будуть со- 
отв$тствовать дв точки, сим- 
метричныя относительно ЕЕ. 
СлЪдовательно РЁ, такъ же, 
какъ и АВ, будетъ лин1ей сим- 
метр!и. Понятно, что подобное 
же разсужден1е мы можемъ при- 
ложить и къ новой оси симме- 
тр!и, разсматривая ее совмЪстно 
съ С), и доказать существован!е лин1и симметр!и @Н ит. д. Для 
того, чтобы такое построене не было безконечнымъ, необходимо, 
чтобы уголъ между двумя данными прямыми былъ равенъ цфлой 
части 180°. Въ частномъ случаЪ, если уголъ между лин!ями 
симметр!и равенъ 90°, данныя лин!и не обусловливаютъ новыхъ 
лин! симметри. ПримЪръ безконечнаго числа лин! симметр!и 
представляетъ окружность. 


Черт. 87. 


Точка пересъченля двухъ линий симметрли представляетьь собой 
центирь симметирли, при чемъ уголъ совмфщен1я фигуры вдвое 
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боле наименьшаго угла, образуемаго лин!ями симметрии. 
Пусть 04 и ОВ двЪ смежныя 
лин!и симметр!и. Взявъ какой- 
нибудь элементъ фигуры 5, 
мы найдемъ два элемента, 
симметричныхъ 65, одинъ по 
другую сторону лини АО, дру- 
гой по другую сторону лини 
‚ОВ. При врашен!и всей фи- 
гуры около центра О на уголъ 
$05’ элементы 5 и 5’ сов- 
падутъ, какъ совмЪфстимо равные. 


Симметрия пространственныхъ фигуръ. 


Симметр!я пространственныхъ фигуръ опредфляется по от- 
ношен1ю къ плоскостямъ симметр!и, осямъ симметр1и и центру 
симметр!и, при чемъ плоскость симметр1и пространственной фи- 
гуры соотвфтствуетъ лин!и симметр!и плоской фигуры, а осьсим- 
метр!и пространственной фигуры соотв$тствуетъ центру симмет- 


ри плоской фигуры, но между центрами симметр!и тЪхъ и дру- 
гихъ фигуръ такого соотвфтств!я въ 


общемъ случаф не существуетъ. Со- 
храняя за собою свойство точки, 
равно отстоящей отъ симметричныхь 
точекъ данной фигуры, центръ сим- 
метр!и перестаетъ быть центромъ вра- 
щеня. 

Примфры такого рода мы встр%- 
ТИМЪ ВЪ случаяхъ такъ называемой 
сложной симметрии. | 

Но предварительно приведемъ н+%- 
сколько примфровъ простой симметрии фигуръ. 


Симметричную фигуру представляетъ собою кубъ, имъющй 
9 плоскостей симметр1и и 13 осей симметр!и, или же тетраэдръ, 
имъюш 3 оси симметруи, 
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Наглядный примфръ симметр!и представляеть наше т$ло, 
состоящее изъ двухъ симметричныхъ половинъ---правой и лЪ- 
вой. Зеркальное изображен!е предмета даетъ фигуру, симметрич- 
ную предмету. Оси симметр1и различаются своимъ порядкомъ, 
подобно тому, какъ центры симметрии фигуръ на плоскости. 
Такъ, напр., кубъ имфетъ три оси четвертаго порядка, пер- 
пендикулярныя къ гранямъ куба въ ихъ центрахъ, че- 
тыре — третьяго порядка, соединяюшия противоположныя 
вершины куба и шесть осей второго порядка, соединяющихъ. 
средины противоположныхъ реберъ куба. 


Порядокъ симметр1!и оси фигуры опредЪляется также, какъ 

и для плоскихъ фигуръ, числомъ совмфщен1й фигуры съ своимъ 
первоначальнымъ положенемъ при поворотф на опредфленный 
уголъ до пол- 


та фигуры на 

>. 360? — около 

своей оси сим- 

Черт. 90. Черт. 91. метр1и. Сдф- 

лаемъ, напр., 

изъ картона параллелограммъ и отогнемъ съ обЪихъ сторонъ 

въ одномъ направлен!и равныя части его площади. Если мы 

будемъ вращать эту фигуру около оси, перпендикулярной къ 

къ плоскости прямоугольника и проходящей —черезъ 

центрь параллелограмма, то при полномъ оборот фигуры 

она два раза придетъ въ совпадеще 

сама съ собой. Поэтому ось симметр!и 

въ этомъ случаЪ будетъ осью второго 
лорядка. 


Ось симметр!и третьяго порядка 
можно получить, если, напр., въ 
правильномъ треугольникЪ располо- 
жить другой, менышй перваго, пра- 

Черт. 92. вильный треугольникъ такъ, какъ 
указано на черт. 92 и загнуть въ 
одну сторону 3 получившихся неправильныхъ треугольника. 


— 128 — 


Симметр!я ‘четвертаго порядка можетъ быть получена заги- 
банйемъ въ одну сторону 4-хъ неправильныхъ треугольниковъ, 
получившихся при вписыван!и въ квадратъ другого квадрата 
такъ, какъ указано на черт. 93. 

Не всегда однако можно привести пространственную симме- 
тричную фигуру въ совмфщен{е съ ея первоначальнымъ положе- 
н!емъ при помощи вращен!я ея оси при полномъ оборот. 
Такъ, напр., фигура, полученная изъ параллелограмма загиба- 
нцемъ равныхъ боковыхъ частей въ 
разныя стороны, симметрична и имфетъ — 
точку, дЪлящую пополамъ всф отрЪэки 
прямыхъ, которыя соединяютъ симметрич- 
ныя точки фигуры; такая фигура имФетъ 
центръ симметр!и, но не имФетъ оси сим- 
метр!и, иначе говоря такой лини, при о 
враццен!и около которой на н+который 
опредЪленный уголъ, меньш!й 360°, она Черт, 93. 
севмЪщалась бы сама съ собой. Въ са: 
момъ дЪлЛЪ, такая ось симметр1и должна обладать тфмъ свой- 
ствомъ, что всЪ группы ея взаимно симметричныхь точекъ 
лежатъ въ одной плоскости, перпендикулярной къ. этой оси, 
находясь отъ нея на равныхъ разстоян!яхъ, причемъ лин1н, соеди- 
няющЩЯ эти точки съ точкою пересЪчен!я плоскости и оси, ‘обра- 
зуютъ между собою равные углы. Этимъ услов!ямъ точки дан- 
ной фигуры, очевидно, не удовле- 
творяютъ, хотя фигура и имФетъ 
центръ симметр1и. Если бы мы по- 
старались опредЪлить симметрию 
этой фигуры относительно плос- 
кости симметр!и, принявъ за нее 

Черт. 94. плоскость АВСШ, то нашли бы, 
что и она не можеть быть принята за такую плоскость, 
такъ какъ зеркальное отражен1е въ ней верхней части фигуры 
не совпадаеть съ нижней. При дальнфишемъ разсмотрЪн!! 
однако оказывается, что если мы возьмемъ совокупное ди. 
стве вращен1я и ‘зеркальнаго отражен!я, то при поворстЪ 
на 180° около оси 0, фигура совмфстится съ своимъ первона- 
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чальнымъ положенйемъ и поэтому должна считаться симме- 
тричной. Этотъ примфръ представляетъь собой случай сложной 
симметр1и, когда фигура имЪфетъ центръ симметр!и, но не 
имфетъ ни оси, ни плоскости симметрии. Несмотря на это и 
въ данномъ случаф говорятъ, что фигура имЪетъ нереальную 
или мнимую ось симметр/и и нереальную или мнимую плоскость 
симметр!и. Введенйемъ такихъ понят!й хотятъ высказать ту 
мысль, что совокупное ихъ дЪйств!е даетъ вполнЪф реальный 
результатъь совмфщен1я фигуры. 

Разсмотримъ еще такой примЪръ; возьмемъ квадратъ, вписан- 
ный въ другой квадратъ и загнемъ 4 боковыхъ треугольника 
подъ прямымъ угломъ, но поперемЪнно черезъ одинъ въ разныя 
стороны. Отыскивая въ этой фигурЪ элементы симметр!и, мы 
найдемъ въ ней только одну ось симметр1и второго порядка, 
вращаясь около которой фигура будетъ совпадать съ своймъ 
первоначальнымъ положен1емъ черезъь каждые 180°. Повер- 
нувъ же фигуру на 90° и сравнивъ ея новое положен!е съ преж- 
нимъ, мы замЪфтимъ, что отогнутые треугольники по отношен!ю 
къ прежнимъ представляютъ собой какъ бы ихъ зеркальное отра- 
жен1е отъ средней части. плоскости квадрата. СлЪдовательно 
въ этомъ случаЪ одного поворота на 90° недостаточно для того, 
чтобы произошло совмЪщене фигуры съ первоначальнымъ 
положен1емъ, точно также, какъ недостаточно было бы одного 
зеркальнаго отражен!я. Необходимо совмЪстное дЪйств1е этихъ 
двухъ факторовъ. Первый предполагаеть существован1е симме- 
тр!и четвертаго порядка относительно оси, второй симметр!ю 
относительно плоскости средней части квадрата. 

Въ прежнее время ошибочно предполагалось, что сложная 
симметр1я представляетъ собой нфчто невозможное въ приролф\. 
Это мнЪн1е нЪсколько лфтъ тому назадъ опровергнуто Вейбер- 
гомъ, добывшимъ кристаллы изъ сплава химическихъ соединен1й 
кремн1я, аллюмин!я, кальШя и кислорода. Изучен!е этихъ 
кристалловъ обнаружило, что симметр1я ихъ точно та же, что 
и симметр1я вышеразсмотрЪннаго примфра квадрата съ загну- 
тыми въ разныя стороны углами. 

Укажемъ теперь слфдующ!я свойства плоскостей и осей 
симметр!и. 
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1) Каждая плоская фигура, имфющая центръ симметрии 
имфетъ и ось симметр!и, перпендикулярную къ плоскости фи- 
гуры въ ея центръ. 

2) Если пересфчь симметричную пространственную фигуру, 
имъющую ось симметр!и, плоскостью, перпендикулярной къ 
оси, то въ сфчен1и получится симметричная фигура. 

3) ДвЪ пересфкаюцщияся подъ какимъ-либо угломъ (не подъ 
прямымъ) плоскости симметри обусловливаютъ существование 
третьей. Уголь между смежными плоскостями симметр1и дол- 
женъ быть цфлою частью 180°. Доказывается это положен!е 
точно также, какъ подобное ему положен!е относительно осей 
плоскихъ фигуръ. 

На этомъ свойств основано устройство всфмъ извфстной 
игрушки-—-калейдоскопа, въ Которой посредствомъ трехъ зер- 
калъ, расположенныхь подъ угломъ въ 60°, изображаются 
разнообразныя симметричныя фигуры изъ цвфтныхъ осколковъ 
стекла или бумажекъ. 

4) Лин!я пересЪчен!я плоскостей симметр!и пространствен- 
ной фигуры есть ея ось симметр!и. Уголъ совмфщен!я фигуры 
вдвое больше угла между смежными плоскостями симметр\и, 
а порядокъ оси симметр!и равенъ числу плоскостей симметрии. 

5) Пространственная фигура сложной симметрии можеть 
быть образована изъ фигуры, имъющей ось симметр!и, замфною 
нфкоторыхъ частей ея ихъ зеркальными отражен1ями. 

При изучен!и всЪхъ до сихъ поръ разсмотрЪнныхЪ случаевъ 
симметр1\и мы пользовались пр!емомъ совмфщен!я фигуръ н 
ихь частей или посредствомъ зеркальнаго отражен!я въ плоско: 
стяхъ симметр!и, или же‘ посредствомъ вращен]я ихъ около оси 
симметр!и. Самъ собою возникаетъ вопросъ, не могутъ ли быть 
оба эти пр!ема сведены къ одному. Вопросъ этотъ рЪшенъ въ 
утвердительномъ смыслф итальянскимъ ученымъ Е!алемъ, по- 
строившимъ свое доказательство на основан1и исчислен1я ква- 
терн!оновъ и проф. Вульфомъ на основанйи элементарныхъ 
геометрическихъ соображений. 

Нетрудно доказать, что совмфщен!е симметричныхъ элемен- 
товъ фигуры, имъющей ось, можетъ быть достигнуто сложнымъ 
зеркальнымъ отражен1емъ въ вспомогательныхъ плоскостяхъ. 
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Возьмемъ, напр., фигуру, имфющую центръ симметрии треть- 
яго порядка и уголъ совмфщен!я 120” (рис. 95 ); симетрич- 
ные элементы этой фигуры 1, 2 
и 3, представленные на чер- 
тежф 95, послЪдователъно со- 
вмЪщаются другъ съ другомъ 
при поворотЪ фигуры около цен- 
тра на 120°. Но совмЪфщене 
элементовъ фигуры можетъ быть 
о достигнуто и инымъ путемъ. 
Если мы введемъ двЪ вспомо- 
гательныя зеркальныя плоско- 

Черт. 95. сти А и В, пересЪкающйяся 

другъ съ другомъ подъ угломъ 

въ 60° и перпендикулярныя къ плоскости, то элементъ 1-ый, 

отразившись въ зеркальной поверхности '.4А, а элементъ 2-—й- 

въ зеркальной поверхности В дадутъ два изображен1я, совм$- 

шающ]яся въ одномъ элемент плоскости, показанномъ на 
чертежЪ пунктиромъ. 

Для фигуры, имфющей нЪсколько плоскостей симметрии, 
плоскости симметр!и сами могутъ служить зеркальными пло 
скостями. Изображен!е элемен- А 


та перваго въ плоскости аи у И: 
изображен1е этого изображен!я Е. Е в 
въ плоскости В совпадаетъ съ Е 
элементомъ третьимъ и т. д. 3. ое и = 9 
(черт. 96). м я" 

Для случая сложной сим- -—.-—.—--‹ СЕ -— $ 
метр!и въ пространств вообра- М 7/1 т. 
зимъ трегранный уголъ, состоя  -^” Ра к д ыы 
цИЙ изъ трехъ зеркальныхъ пло- о 
скостей. Пусть АВС соотвфт- ° / чи у 
ствующЙ этому углу сфери- } ` 
ческ!й треугольникъ на шарф. Черт. 96. 


Данная на новерхности шара 
фигура а, напр., стрфлка, отразившись въ зеркальной пло- 
скости 1-й дастъ изображенйе В, а это послфднее, отра- 
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зившись въ зеркалЪ П-омъ, дастъ изображене стрЪлки с. 
Наконецъ, въ зеркалЪ [1] мы получимъ отражен1е стрЪлки 
с въ 4. Но стрфлка 4 можетъ быть по- 
лучена и изъ стрфлки а путемъ сло- 
жной симметрии, а именно вращен1емъ 
послЪдней около оси, совпадающей 
съ прямсй пересЪчен1я зеркальныхъ 
плоскостей Ги Пи отражен!емъ въ 
зеркалЪ третьемъ. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что 
разнообразные случаи симметр1и мо- В А 
жно привести къ симметрии фигуры Черт. 97. 
относительно плоскости, сдфлавъ 
плоскость симметр!и основнымъ элементомъ въ учени о сим- 
метр!и, а два друпе, ось и центръ, производными. 

Подобно тому, какъ отдфльная симметричная фигура состоитъ 
изъ частей совмфстимо равныхъ или симметрично равныхъ, распо- 
ложенныхъ сходственнымъ образомъ относительно плоскостей и 
центра, точно также изъ осей и ньсколькихъ данныхъ фигуръ, 
симметричныхъ или равныхъ, можеть быть образована сложная 
симметричная фигура или симметричная группа фигуръ; ихъ 
симметр!я опредфляется относительно тЪхъ же элементовъ 
симметрии, т.-е. плоскости, оси и центра, которые опредфляють 
симметр1ю отдЪльной фигуры. Такъ изъ нЪсколькихъ пирамидъ 
можеть быть образованъ правильный многогранникъ, нЪсколько 
призмъ могутъ _ одну новую ит. д. 


Особаго рода симметр!ю 

ф | -. 

М ея 

ЕЕ бой : - 

У 
РЕНА. рфшетка. 

Уолл Е ве 

стную уже намъ паралелло- 

| Черт. 98. грамматическую сЪтку и 6у- 


демъ перемфщать ее вмЪстЪ 
съ ея плоскостью параллельно самой себф по направлен1ю, 


И с 
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не лежащему въ ея плоскости, на опредЪфленныя и равныя между 
собой разстоян1я, то получимъ фигуру рЪшетки, состоящей изъ 
неограниченнаго числа равиыхъ параллелепипедовъ, прилегаю- 
щихъ сторонами другъ къ другу. РЬшетка эта обладаетъ центрами 
симметр!и, помфщающимися въ углахъ рЪшетки, въ центрахъ гра- 
ней параллелепипедовъ, въ центрахъ самихъ параллелепипедовъ и 
въ срединахъ ихь реберъ. КромЪф того такая р%®шетка совмЪ- 
щается сама съ собой при поступательныхъ перемъщен1яхъ, 
а также можетъ имЪфть плоскости и оси симметр1и. РЪшетка 
эта, какъ увидимъ, имфетъ большое значение при изучен1и 
кристалловъ. 


Симметрия въ мрф животныхъ. 


Явлен1я симметр!и въ растительномъ и животномъ царствЪ, 
какъ и вообще въ м!рЪ органической и неорганической при- 
роды чрезвычайно многочисленны и разнообразны. Детальное 
изучен1е формъ окружающей насъ жизни съ несомнЪнностью 
обнаруживаетъ явлен1ями симметр1и коренные основы жизни и 
непреложные ея законы. 

Прежде всего въ животномъ м!рЪ мы наблюдаемъ въ симме- 
тр1и проявлен!е принципа экономи въ жизнедЪятельности 
и развит!и животнаго организма. Нуждаясь въ значительной 
поверхности, чтобы ею дышать, чувствовать и воспринимать 
пищу, организмъ все же таки не можеть чрезмЪрно увеличи- 
вать своей поверхности, такъ какъ этимъ нарушился бы суще- 
ственно принципъ эконом!и въ средствахъ самозащиты. Слфду- 
ющй примЪръ пояснитъ намъ это. Правильный шестиугольникъ 
(рис. 100) заключаетъ въ себЪ площадь въ шесть разъ большую, 
чЪмъ площадь каждаго изъ составляющихъ его треугольниковъ, 
но периметръ его только въ два раза больше периметра треуголь- 
ника. Здфсь мы имфемъ примфръ выгоды, приносимой симме- 
тр1ей; сложивъ нЪфсколько одинаковыхъ частей въ одну общую 
симметричную фигуру, мы дЪлаемъ эту фигуру удобнфе для 
извЪстныхь цфлей—въ данномъ случаЪ для цфлей самозащиты 
отъ вллян1я вредныхъ внфшнихъ услов!Й и достигаемъ этого 
ничфмъ инымъ, какъ однообразнымъ воспроизведен1емъ одной 
и той же фигуры. 
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Конечно, если причины нарушен1я симметр!и лежатъ въ глу- 
бокихъ нарушен1яхъ нормальныхъ свойствъ самихъ элементовъ, 
изъ которыхъ слагается организмъ, то мы уже заходимъ въ об- 
ласть явлений патологическихъ. 


Симметрия въ м!р+ф растенй. 


Растения отличаются отъ животныхъ своей неподвижностью 
и, въ соотвЪтств!и съ этимъ, меньшей пластичностью своихъ 
тканей, представляя поэтому боле благопр1ятныя услов1я для 
проявлен1я симметрии. Какъ и у неподвижныхъ животныхъ, 
у растен!й преобладаеть лучевая форма симметр!и, типичнымъ 
прим$ромъ которой служатъ круглые стволы деревьевъ, съ 
годичными концентрическими кольцами и ращальными лучами. 

Листья по своему физ1ологическому назначен1ю должны обла- 
дать большою поверхностью, такъ какъ они служатъ для усвоен1я 
углекислоты изъ воздуха, для дыхан!я и испарен1я. Поэтому 
наиболЪе совершенная форма листа должна быть пластинчатая, 
а такъ какъ листь однимъ концомъ прикрЪпленъ къ стеблю, 
то его пластинка естественно должна обладать двусторонней 
симметр!ей. Эта симметр!я иногда не выдерживается строго, 
и по одну сторону. своего средняго нерва листъ бываетъ больше, 
чфмъ по другую. Но и въ лист часто остаются слфды лучевой 
симметр!и. Примфромъ можеть служить листъ настурци, съ 
прикрфпленнымъ почти въ срединф ёго черешкомъ, ссединен- 
нымь съ листомъ почти перпендикулярно, также — листъ 
конскаго каштана, лапчатый листъ клена и т. под. 

Въ цвфтахь растенйй природа, несомнфнно, воплотила идею 
красоты, а потому интересно будетъ остановиться на симметри 
именно этихъ 
органовъ ра- 
стен1й. Совер- 
шенно несим- 
метричные 
Рис. 107. Рис. 108. цвЪты встрЪ- 

чаются у ра- 
стен!й очень рфдко, обыкновенно же они бываютъ съ одной 
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плоскостью симметрии,  ТакЪ называемые — зигоморфные 


(рис. 106) и съ нЪсколькими плоскостями  симметр]и— 
актиноморфные цвФты (рис. 107 и 


рис. 108). | 

Симметрия растеная проявляет- 
ся также въ расположенйи его 
листьевъ на стеблЪ и вЪтвяхъ и 
въ расположен1и органовъ, проис- 
шедшихъ изъ частей цвфтка, въ 
расположен!и чешуекъ въ почкЪ, 
въ еловой шишк$ ит. п. Распс- 
лагаясь винтомъ по побЪгу, ли- 
стья какъ бы раскидываются во 
всЪ стороны и не заслоняютъ другь 
друга отъ свфта, столь необходимаго для жизни растенйй. 
Смотря на побЪгъ сверху, мы видимъ листорасположен1е въ 
такъ называемой мозаикЪф листьевъ (рис. 109). 

Существуетъ за- 
конъ листорасполо- 
женя, опредфляющий, 
на какую часть окру- 
жности нужно повер- 
нуть стебель, чтобы 
перейти по винтовой 
лини отъ одного ли- 
ста къ другому. 
Уголъ этотъ наз. уг- 
ЛОМЪ расхождения 
листьевъ. Пр!емъ для 
его опредЪлен!я слЪ- рис. 110. Рис. 111. 
дующий. СрЪжемъ по- 

‚6бЪгь перпендикулярно къ его длин, на уровнЪ одного ли- 
ста. Что бы перейти отъ перваго листа ко второму, надо 
по круговой линйи срЪза пройти нфкоторый путь, т.-е. по- 
вернуть цилиндръ на уголъ расхожден!я листьевъ, и затфмъ 
пройти по образующей цилиндра, т.-е. по длинЪ побЪга нЪко- 
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торое разстоян1е *). ЗдТсь мы имЪфемъ характерные для винто- 
всй лин!и поворотъ и поступательное перемфщен!е, 

При этомъ уголъ расхождения можетъ быть цЪлою частью 
не одного, а н«ьсколькихъ полныхъ поворотовъ и будетъ опредЪ- 
ляться отношен1емъ числа листьевъ къ числу оборотовъ. На рис. 
100 изображенъ случай листорасположен!я, выражающийся дро- 


р 
бью т Это значитъ, что цилиндръ надо повернуть пять разъ 


около оси для перехода отъ листа къ листу. Рис. 111 предста- 
р 1 
вляетъ листорасположен!е клена, выражаемое дробью 5. Если 


мы развернемъ поверхность стебля въ плоскость, то всЪ винто- 
выя лини, такъ наз. парастихи, превратятся въ прямыя и 
главныя изъ нихъ составятъ сфтку, въ углахъ которой 
будутъ помфщаться основан!я листовыхъ органовъ. ВсЪ другя 
парастихи будутъ прямыми, проходящими черезъ два какихъ- 
нибудь узла сфтки. Замфчательно то, что парастихи распола- 
гаются другъ относительно друга по тому же закону, по кото- 
рому располагаются ребра граней кристалловъ. 


Симметрия въ мр+ нристалловъ. 


Симметр1я имфетъ первостепенное значен!е въ систематикЪ 
кристалловъ. Все распредЪфлен1е кристалловъ на клабсы соста- 
влено въ настоящее время на основанйи ихъ симметрии. Мало 
того, благодаря тому, что кристаллъ есть симметричное т$ло, 
явилась возможность предсказать, как!е классы кристалловъ 
встр$чаются въ природЪ; этихъ классовъ оказалось тридцать 
два. Это первостепенное значен{е симметричной формы кристалла 
объясняется тЪмъ, что внЪшняя симметр1я является здЪсь какъ бы 
выражен!емъ н+фкоторой внутренней симметр!и, — симметр!и 
свойствъ кристалла. Внфшняя симметр!я кристалла распростра- 
няется, такъ сказать, и на внутренн1я его свойства; кристаллъ 
представляетъ собою тфло однородное и между различными его 
частями н$Ътъ никакой разницы. 

Если мы будемъ изучать свойства кристалла по различнымъ 


*) См. сталью: «Геометрия въ природЪ». 
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его направлен1ямъ, то замфтимъ, что они неодинаковы. Такъ, 
свЪтъ, звукъ, теплота и электричество распространяются въ кри- 
сталлЪ съ различною скоростью, въ зависимости отъ того напра- 
влен!я, въ которомъ мы ихъ будемъ разсматривать. Этому соеди- 
нен!ю однородности вещества съ различемъ его свойствъ по 
различнымъ направлен!ямъ можно дать графическое изображе- 
не, условившись представлять однородность параллельными 
рядами прямолинейно-расположенныхъь и равноотстоящихъ 
другъ отъ друга точекъ, а различ!е свойствъ—различ!емъ раз- 
стоян!й между точками въ разныхъ направлен1яхъ. 
Изображен1е строен!я кристалла, разсматриваемое въ одной 
плоскости, представится намъ при такихъ услов1яхъ въ видъ 
двухь рядовъ параллельныхъ лин!й, пересЪкающихся подъ 
нфкоторымъ угломъ, т.-е. мы получимъ изображен!е параллело- 
грамматической сЪтки. Изображенйе же всей однородной кри- 


Рис. 112. Рис. 113. 


сталлической среды въ пространствф трехъ измЪрен!И даетъ 
пространственная рЪфшетка, построенная на трехъ пересЪкаю- 
щихся въ общей точкЪ прямыхъ, раздЪленныхъ промежутками, 
равными для одного и того же измЪрен1я, но различными 
для всЪхь трехъ (см. рис. 113). Точки эти называются узлами 
ршетки. Такая ршетка даетъь намъ возможность изобразить 
математически вЪфрно и внЪфшн!я очертанйя кристалла. 

Если изъ такой рЪшетки выр$зать тЪло, ограниченное пло- 
скостями, проходящими черезъ узлы рфшетки, то грани его 
будутъ расположены по закону цфлыхъ чиселъ, который совер- 
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шенно тождествененъ съ закономъ цфлыхъ чиселъ, по которому 
располагаются грани кристалла. 

Пространственная рЪшетка представляеть намъ, такимъ 
образомъ, точное изображен!е кристалла, какъ со стороны его 
внутренней однородности, такь и со стороны его внфшнихъ 
очертан!й. Она даетъ возможность изслфдовать всЪ возможныя 
формы кристалловъ и, какъ было сказано выше, опредЪлить 
число классовъ кристалловъ, различныхъ по своей симметрии, 
при чемъ оказывается, что кромф извфстныхъ намъ ‘въ числЪ 
32, должны существовать еще два класса: одинъ, характери- 
зуется тремя плоскостями симметр!и, пересЪкающимися по одной 
оси и четвертой плоскостью, перпендикулярной къ предыду- 
щимъ; другой характеризуется тройной осью симметр1и и 
перпендикулярной къ ней плоскостью симметрии. 

ЗдЪсь слфдуетъ замфтить, что 32-й классъ, открытый только 
въ 1907 г. Вейбергомъ, предугадывался изучавшими симметр!ю 
кристалловъ еще до открыт!я. Сказаннаго, полагаемъ, рдо- 
статочно для того, чтобы уяснить себЪ всю важность учен1я 
о симметр!и для кристалловъ: Но значен!е это уяснится еще бо- 
ле, если мы примемъ во вниманйе, что кристаллограф1я есть 
часть науки болЪе универсальной, науки о симметр!и вещества 
вообще, т.-е. о той средЪ, въ которой протекаютъ всЪ физичесвя 
явлен1я и состоян{е которой обусловливаетъ ихъ ходъ. 


Симметрия среды. 


По распространенному воззрн1ю, вещество, а вмЪстф съ 
тфмъ и среда физическихъ явлен!й аморфна и вмЪстЪ съ тЪмъ 
изотропна, т.-е. никакой разницы въ зависимости отъ направле- 
н1я въ ней замфтить нельзя, и аморфное состоян1е вещества по 
отношен1ю къ кристаллическому есть первичное состоян1е, 
состоян1е же кристаллическое—вторичное, производное. Совер- 
шенно противоположнаго воззрфн1я держится на этотъ счетъ 
наука. Именно, кристаллизованное вещество она признаетъ за 
первичное состоян1е, аморфное же считаетъ за нарушене 
этого первичнаго состояня. НЪмецюй физикъ Фойстъ, всю 
свою жизнь посвятивЦ!й изученйю явлен1й въ кристаллахъ, 
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говорить слфдующее: «Кристаллизованное вещество является 
нормальнымъ состоян{емъ твердой матер!и , аморфное же нарушен- 
нымъ ея состоян1емт». Поэтому въ кристаллическомъ видЪ оно 
обнаруживаетъ свои физическя свойства въ самомъ чистомъ 
и самомъ совершенномъ видЪ, въ аморфномъ же-въ мутномъ и 
затуманенномъ. Мы должны усвоить себЪ то воззрЪн1е, что гро- 
мадное большинство твердыхъ тЪфлъ кристаллизовано и при 
ближайшемъ разсмотрфн!и мног1я изъ тЪфхъ тЬлъ, которыя 
мы считаемь аморфными, представляютъ собой иногда смЪсь 
различныхъ тфлъ, мшающихъ другъ другу кристаллизоваться, 
а иногда и переходную стад!ю къ кристаллическому состоян!ю. 

Среда, въ которой протекаютъ физическ!1я явлен1я, должна 
считаться, вообще говоря, средой симметричной, въ зависи- 
мости отъ строен!я которой совершаются физическ1я явленля. 
Пояснимь это слфдующимъ примфромъ. | 

Волнообразная поверхность воды отличается отъ поверх- 
ности ея въ спокойномъ состоянии именно своей симметрей. 
Сопротивлен!е движен!ю, которое встрЪчаетъ предметъ, движу- 
шИйся вдоль волнъ, отлично отъ. сопротивлен1я, которое онъ 
встрЪчаетъ, двигаясь противъ волнъ. 

Точно такъ же и движен!е по течен1ю` отлично отъ движеня 
противъ течен!я и оть движен1я, перпендикулярнаго течен1ю. 
Соотвф$тственно каждому изъ этихь направлен!й можно про- 
вести свою ось симметр1и. Замфтимъ, что симметр!ю, которую 
мы здфсь встрЪчаемъ, нельзя назвать причиною различ1я въ 
движен1яхъ предмета въ собственномъ смыслЪ слова, но въ ней 
выражаются тЪ внутренн1я свойства среды, которыя обусловли- 
ваютъ собою ходъ. явления. Укажемъ еще на н$Фсколько наи- 
боле распространенныхъ физическихъ явленйй, въ которыхъ 
проявляется вл1яне симметр1и. | 

Положимъ, что лучъ свфта, состоящй изъ  колебанй 
частиць эеира, падаетъ на пластинку кристалла исланд- 
скаго шпата, обладающую двумя лин!ями симметрии. Въ 
результат вся масса эеирныхъ частицъ разбивается на 
двЪ группы, изъ которыхъ одна колеблется параллельно 
одной лини симметр!и, другая параллельно другой и лучъ, 
падающий на кристаллъ, раздфляется на два луча, иду- 
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щихъ по разнымъ направлениямъ. Если мы положимъ пла- 
стинку исландскаго шпата на печатную строку, то увидимъ 
вмЪфста одной двЪф строки. Явлен!е это называется явлен1емъ 
поляризации свфта. Причина его заключается въ измфнен1яхъ 
скоростей свЪта по различнымъ осямъ симметр1и кристалла. 

Распространен!е теплоты представить намъ подобный же 
прим$ръ измЪфнен!я въ скоростяхъ по различнымъ направле- 
нтямъ. Если пластинку кристалла покрыть тонкимъ слсемъ воска 
и затЪмъ дотронуться до нее нагрфтымъ остр1емъ металлическаго 
стержня, то расплавленный участокъ будетьъ имфть форму 
эллипса или окружности въ зависимости отъ симметрии, кото- 
рую имЪетъ кристаллъ. 

Явлен1я электризащи н+Фкоторыхъ кристалловъ, наблюдае- 
мыя при ихъ нагрфван!и и охлажден!и, обнаруживаютъ два 
строго опред$ленныхъ м$ста на кристаллф, на одномъ изъ кото- 
рыхъ. появляется положительное, а на другомъ отрицательное 
электричество. При этомъ мЪфсто кристалла, наэлектризован- 
ное, напр., положительно при нагрфванйи, при охлажден!и 
электризуется отрицательно. Оказывается, что въ этомъ случаЪ 
симметр:я кристалла бываетъ такова, что никакимъ симметрич- 
нымь преобразован!емъ нельзя совмфстить одинъ конецъ 
такого направлен1я съ другимъ. | 

Направлен!е это называется полярнымъ; оба противополож- 
ныхъ заряда располагаются на разныхъ его полюсахъ. 

Симметр1я, которую мы въ этихъ и подобныхъ имъ случаяхъ 
обнаруживаемъ, обусловливаетъ то, что одна и та же причина 
иметь совершенно различныя слЪдств!я, измЪняющияся какъ 
по величинф, такъ и по направлен!ю, въ зависимости отъ 
измЪфнен1я свойствъ среды въ различныхъ ея направлен1яхъ. 


Геометрая и природа. 


Приступая къ изучено внфшняго м!ра, человЪкъ старается 
выразить въ краткихъ и точныхь математическихъь формулахъ 
содержан!е своего опыта. Однако м!ръ такв'сложенъ и много- 
образенъ, зависимости между явлен1ями такъ запутаны, что 
удается ему это только въ рЪдкихъ случаяхъ, да и то послЪ 
долгой и трудной. работы накоплен1я фактовъ, провфрки ихь 
опытомъ и послЪ осторожнаго сопоставленя. 

ТЪмъ не менЪфе встрЪчаются иногда и такя явлен1я, къ ко- 
торымъ мы почти сразу можемъ приложить языкъ математиче- 
скихь формулъ, другими словами выразить кратко и ясно всЪ 
соотношен1я, наблюдавийяся въ явлеши. 

Однако на этомъ пути приходится быть очень осторожнымъ 
и все время пров$рять свои выводы опытомъ, чтобы избЪгнуть 
ошибочныхъ и необоснованныхъь заключений. 

Хорошимъ примЪфромъ сказаннаго могутъь служить греки. 
Они были прекрасными математиками, но плохими эксперимен- 
таторами. Имъ казалось, что окружность есть самая совершенная 
кривая, а потому они заключали, что и планеты должны двигаться 
по окружностямъ. Они полагали, что окружность есть символъ 
вЪчности и потому она наиболЪе отвЪчаетъ вЪчному вращен!ю, 
которое греки наблюдали на небесномъ сводф. Что они ошиба- 
лись--теперь извЪфстно всякому; каждый теперь знаетъ, что не- 
бесныя тфла движутся не по окружностямъ и что нфтъ линй 
совершенныхъ или несовершенныхъ, но есть просто лини. 

Въ самомъ дфлЪ, если для человЪка большое значен!е имЪетъ 
простота и правильность, то для самой природы эти понят!я 
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не имЪютъ никакого значен!я. Ей ничего не стоитъ создать 
тончайиия сплетения кристаллическихъ формъ или гигантскя 
петли, описываемыя планетами. 

Тъмъ не менЪфе для человфческаго познанйя эти понят!я иг- 
раютъ громадную роль, такъ какъ умъ всегда начинаетъ съ изу- 
чен!я простЪйшаго, чтобы постепенно подняться до пониманйя 
самыхъ сложныхъ отношен!й и зависимостей. 

ИзвЪстны мнопе факты изъ м!ра неорганической природы, 
когда матер1я принимаетъ формы правильныхъ геометрическихъ 
т$лъ. Таковы, напримфръ, формы кристалловъ или мыльныхъ 
пленокъ на проволочныхъ сфткахъ и т. п. 

ТЪмъ боле интересны подобные факты, когда ихъ можно 
наблюдать среди представителей растительнаго и животнаго 
царствъ природы, гдф всЪф соотношен!я и законы въ высшей 
степени сложны и запутаны. 

Обратимся прежде всего къ челов$ку и его органамъ чувствъ. 
Оказывается, что пр1ятное и непр1ятное, по крайней мЪрЪ для 
слуха и зрфн!я, приводимое часто, какъ примЪръ субъектив- 
ности, въ которой не можеть быть никакой общей м$фрки,— 
тЪмъ не менфе имЪфютъ подъ собой вполнЪ огредЪленное осно- 
ван!е, поддающееся иногда математической формулировкЪ. 

Еще Пиеагоръ, наблюдая, по предан1ю, высоту тона натя- 
нутой струны, замЪтилъ, что консонансы или пр1ятныя созвущя 
получаются при математически опредфленныхь отношен!яхъ 
между длиной струны и степенью ея натяжен1я. Основываясь 
на этомъ, онъ даже построилъ поэтическ1й образъ небесныхъ 
сферъ, вращающихся вокругъ центральнаго огня по законамъ 
гармонической пропорщи, выражающей отношен1я между чи- 

‚ слами колебан!й натянутыхъ струнъ, при чемъ эти сферы своимъ 
движен!емъ производятъ безконечно прекрасную, божествен- 
ную музыку, настолько тонкую, что ее могутъ слышать лишь 
высше генйи человЪчества. 

Качественное различ!е тоновъ, опредляемое ихъ высотою, 
даетъ возможнссть распредфлить всЪ тоны въ одинъ рядъ. Лица, 
обладающ!я музыкально развитымъ слухомъ, способны не только 
опред$лить, который изъ двухъ тоновъ выше, но и оцфнить, 
насколько одинъ изъ нихъ выше другого, иначе говоря, опре- 
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дЪлить разность высоть двухъ тоновъ или, напримЪръ, ° 
указать рядъ тоновъ, равноотстоящихъ другъ оть друга; 
ощущен1я, вызываемыя такимъ рядомъ тоновъ, составляютьъ, 
какъ оказывается, ариеметическую прогресс1ю, а числа коле- 
банйй этихъ тоновъ-—геометрическую прогресс1ю. 

Съ другой стороны извЪфстно, что длины вибрирующихъ 
струнъ, дающихъ три ноты—до, ми, соль, которыя составляютъ 
наиболЪфе совершенный аккордъ,—такъ-называемое мажорное 
трезвуч1е, пропорцюнальны числамъ 1, 4[; и ?/.. Числа же ко- 
лебан1!й этихъ трехъ тоновъ имъ обратно пропорцтональны, или, 
что то же, пропорщюнальны числамъ 1, 8/4 и 1/., или числамъ 
4, 5, 6, а такъ какъ 4+6=2.5, то длины такихъ трехъ струнъ 


| Е 
будутъ удовлетворять ссотношен1ю а, или, по упроще- 
| а с 


ни, ссотношен!ю Такое соотношен1е называется 
а С 
гармонической пропорщей, а дфлене прямой на части, удо- 
влетворяющ!я ей—гармоническимъ дфлен1емъ. | 
Пусть, напримЪръ, намъ дана прямая АВ (черт. 114) иточка М 


между А и В. При всякомъ данномъ положении точки М отно- 


шен!е Е будетъ имфть вполн$ опредфленную величину. При 


движен!и точки М по АВ бу- А м в м 
деть мФфняться и величина — т 
отношен!я. Если же точка Черт. 114. 


М перейдетъ черезь В, то’ | 
разстоян!е МВ придется считать отьъ М вл$во, а потому, 
согласно условю, принятому для знаковь отрЪзковъ, отрЪ- 
зокьъ МВ будеть отрицательнымъ, а потому и отношен!е 


АМ 
в ТЯ тоже отрицательнымъ. Ясно, что разъ дана 


величина отношен1я и знакъ его, то положен!е точки М на АВ 
будетъ вполнЪф опред$лено. 


| „АМ АМ 
Пусть теперь мы имфемъ два отношен1я —— и ——_, равныя 
МВ МВ 


по величинЪ, но обратныя по знаку; эти отношен1я можно иначе 
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АМ _МА*) 


МВ МВ 
одна изъ точекъ, наприм$ръ М, будетъ внутри отр№зка АВ, а 
другая, М№М—внЪ его. 
Обозначая №А черезъь а, ММ—“черезь Ь и М№МВ- черезъ е, 
с—$ 


| | 
получимъ: —--=--—--, т.-е. какъ разъ то соотношенйе, кото- 
а [# | 


рому удовлетворяютъ длины струнъ, дающихъ мажорное тре- 
звуч!е, т.-е. гармоническую пропоршю. Сами точки А, В, Ми М 
называются гармоническими; эти точки можно опредЪлить еще 
такъ: четыре гармоническя точки таковы, что двф изъ нихъь 
дълятъ отрзокъ между двумя другими внутреннимъ и внфШ- 
нимъ образомъ въ одномъ и томъ же отношен!и. | 
_ Замфтимъ, что если три числа удовлетворяють непрерыв- 
ной ариеметической пропорщи, то числа, обратныя имъ, бу- 
дуть удовлетворять гармонической. Отсюда непосредственно 
слфдуеть, что, такъ какъ числа колебанйй тоновъ мажорнаго 
трезвуч!я удовлетворяють непрерывной ариеметической про- 
порщи, то числа, имъ обратныя и пропоршональныя длинамъ 
соотвЪтствующихъструнъ, образуютъ пропорц!ю гармоническую. 
Такимъ образомъ.мы видимъ, что созвуч!е или консонансъ, дру- 
гими словами пр1ятное для слуха сочетан1е тоновъ, должно увовле- 
творять опредЪленному математическому отношен!ю. Всякое пру- 
гое сочетане, не удовлетворяющее такому соотношению, соста- 
вить диесонансъ, иначе говоря для слуха будетъ не праятнымь. 
Подобно тому, какъ въ ощущеняхь слуха съ эстетической 
стороны большую роль играеть созвуче, гармон!я тоновъ, 
отвфчающая опредфленнымъ математическимъ требованямъ, въ 
зрительныхъ ощущеняхъ также большое значен!е имфетъ дълеще 
въ крайнемъ и среднемъ отношени или, какъ его называли 
древн!е,—золотое сфчен{е **) или золотое дЪлен®. 
Оказывается, что фигура или ‘форма какого-цибо прецмета 
производить на глазъ тфиъ лучшее впечатльн{е, чфмъ болЪе 
соотношен|я ея частей удовлетворяютъ услов1ямъ геризонталь- 


‘представить въ видЪ —— Ясно, что въ этомъ случаЪ 


*) Получимъ, что(—АМ) = ({- МА.). 
**) Ацгеа зесНо, 
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ной симметр!и относительно вертикальной оси, а части самой 
этой оси—принципу золотого дЪленя. 

ДЪлен1е въ крайнемъ и среднемъ отношен1и было прекрасно 
извЪстно еще’ грекамъ и ихъ архитекторы вносили принципъ 
такого дфлен!я въ создаваемыя ими сооружен!я. Знаменитый 
Пареенонъ, являюцИйся классическимъ образцомъ древне-гре- 
ческой архитектуры, весь построенъ по этому принципу. 

Пиеагорейцы приписывали золотому дфленю мистическое 
значен!е. Въ эпоху Возрожден!я была подробно разработана 
эстетическая сторона золотого дфленйя. Капитальный трудъ 
Луки Пачюли «О!\Ушта ргорог{!0о», написанный въ 1509 г., былъ 
составленъ подъ вл1ян!емъ и при участ!и Леонардо-да-Винчи. Что 
касается нашего времени, то здЪсь необходимо указать на книгу 
Адольфа Цейзинга, вышедшую въ 1854 г. въ ЛейпцигЪ *). Бо- 
гатый матер!алъ объ эстетической роли золотого дЪлен1я соб- 
ранъ въ сравнительно недавнее время Фехнеромъ и Уитмеромъ. 

Задачу дфлен!я въ крайнемъ и среднемъ отношенйи можно 
формулировать такъ: пусть а— длина отрЪзка, который тре- 
буется раздфлить въ крайнемъ и среднемъ отношении. Обозна- 


чимъ черезъ х длину большей части, ` тогда искомое отношене 
будетъ имфть видъ: 


ШЕЕ: бот или 23 а2—а?=0, откуда. 


ре И о,ыв. аи п ИБН ав. а: 


Само собою равумзется, что данный отр%зокъ а (рис. 115) 


| еее немъ и среднемъ В 
Ро Ро Ио онЫй ни, исходя при пост| № 
Черт, 115. . 


ни какъ ЙЕ с м 
такъ и изъ конца В. 5 от- 
_вытетвенно этому получимъ двф точки О и Р. Пусть АВ=а 
к ` ий Азы А 


‚СВ, Тогла Аб =а-—х и = Праобразс а т 


я 4 *) Заглаые книги: «Меце Герго уоп Чет Ророна 
«вгрегз. ‚аи ‘едпет Ызнег. ипрекапие | ЗЫ Церет еп, 


репа: С пп отр Во]: 5С: Ве С чп‹ ыы 


можно раздфлить въ край- А | 


о оо Паб 
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: а т 
ную пропорц!ю, будемъ послфдовательно имЪть: = —1| =-—— 1; 


т а—т 
а-—х т —{а—х) Х а—х 


По. 3 сы ИДИ ща ва сишиньььш, | ЧО @32Д0О, фе ЮГ) 


х а—х &—% 2— (а—) 
и 2—(а—)=С0; другими словами, точка 0 дфлитъ въ край- 
немъ и среднемъ отношен!и не только а=АВ, но и х=СВ *). 


. а т т а 
Представимъ теперь пропорю -= ВЪ ВИДБ: = - 


 @а—-х а-х т 
и возьмемъ отношен1е суммы первыхъ двухъ членовъ къ пре- 
дыдущему, повторяя эту операц!ю надъ результатомъ сколько 
угодно разъ; сравнивая результаты, получимъ рядъ: 


т а ат 2а1-х За-2т 


о . д. 


Очевидно, что въ полу- 
ченномъ рядЪ отношен!й 
каждая сосЪдняя пара, 
будучи соединена зна- 
комъ равенства, дастъ нс- 
вое золотое дЪлен!е. Та- 
кимъ образомъ, разъ вы- 
полненное золотое дЪле- 
н!е даетъ мЪсто безко- 
нечному множеству но- 
выхъ золотыхъ длен!й. 

Этотьъ послфдн1й 
факть оправдывается 
прежде всего на са- 
момъ человЪ ческомъ 
тЪлЪ. 
| Въ самомъ  ЦЬлЪ, 

Рис. 116. ‚ если взять статую Апол- 

лона Бельведерскаго и 

раздЪлить ее по вертикали въ крайнемъ и среднемъ отношении, 
то лин!я золотого дфленйя (рис. 116) пройдеть черезъ сре- 


| .) ЗамЪфтимъ, что если за а мы примемъ рад1усъ окружности, то золо- 
тое дЪлен!е опредфлитъ своимъ ббльшимъ корнемъ сторону правильнаго 
десятиугольника, еписаннаго въ эту окружность. , 


— 14а = 


дину живота. Для такимъ же образомъ обЪ полученныя части 
въ отдльности, получимъ сЪфчен!я на высот Адамова яблока 
и надколфнныхъ чашекъ. Продолжая тоть же процессъ дфле- 
н!я относительно головы, — получимъ рядь 
сфченй на высот бровей, кончика носа, 
подбородка и т. д. (рис. 117). 

Для такимъ жеобразомъ вытянутую руку 
(рис. 119) или кисть (рис. 118), въ обоихь слу- 
чаяхь будемь имфть сЪченя на анатоми- 


Черт. 117.. Черт. 118. - Черт. 119. 
-чески опредБленныхь мЪстахь плеча, предплечья и кисти или же 
въ суставахь пальцевъ. Но, какь мы уже видЬли, золотое дЪ- 
лене можеть быть произведено въ обратномь направлени. 
Произведя его надь статуей, мы убЪдимся, что и здсь сфченя 
опредфлять особенности строен1я человЪческаго тфиа. 

Какъ уже было упомянуто, Пареенонъ весь повтроенъ по 
принципу золотого дЬленя. Длина его архитрава равна 
‚ 07 ф., а высота всего зданмя 65 ф. Но 107.0,681 = 66,126 и 
(107-+65).. 0,618 =106,296; эти числа весьма удовлетворительно 
отвфчають требованию золотого - дъяещя. . Разбывая передн!й 
‚фасадъ Пареенона по вертикали въ крайнемъ и среянемъ отно- 
шени и продолжая этотъ процессъ надь каждой частью, по- 
лучимъ всЪ характерные выступы и архитектурныя особенности 
‚зданзя (рис. 120). 

Какъ мы уже говорили—волотое дълене по отношен кь 
зрьню играеть роль, аналогичную роли гармоническаго дЪ- 
лен1я въ области слуховыхь ощущений. Такъ, напримЪръ, взявъ 
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(рис. 121) два прямоугольныхъ бруса и составивъ изъ нихъ .фи- 
гуру креста, мы инстинктивно прикрфпимъ меньший брусъ 


Черт. 120. 


къ большему въ точкЪ, которая будетъь дЪлить больший брусъ 
въ крайнемъ и среднемъ отношен1и, такъ какъ при такомъ рас- 
положен1и достигается` наиболЪе красивое сочетан!е. То же 
относится и къ эллипсамъ, у которыхь боль- 

шая и малая оси удовлетворяютъ предыдущему 

соотношен1ю. | 


Масса обыденныхь вещей, встрфчающихся 


въ повседневной жизни, можетъ ‘служить дока- 


Фе 


зательствомъ того, какъ глубоко въ эстетиче- 

ской сторонф зрЪФн1я заключенъ принципъ зо- 

лотого длен!я. Достаточно смфрить неравныя 

длины сторонъ у столовъ, визитныхъ карточекъ 

и т. п. предметовъ, чтобы убЪдиться‘ въ сказан- Черт. 121. 
номъ. Въ средн!е вЪка, когда были забыты почти 

всЪ прюбрЪтен1я наукъ и ‘искусствъ античнаго м!ра, прин- 
ципъ золотого дЪлен!я врядъ ли былъ извЪстенъ и однако архи- 
текторы готическихъ зданйй нерЪфдко придавали различнымъ 
частямъ этихъ здан!й соотношен!я, удовлетворяющ!я какъ разъ 
именно этому принципу, - 

Что касается до другихъ ощущен!й, то о нихъ почти ничего 
нельзя сказать по недостатку опытнаго матер!ала. ТЪмъ не 
менЪфе законъ Вебера-Фехнера, по которому ощущене пропор- 
пюонально логариему раздражен!я, показываетъ, что очень 
А. Ляминъ. Физ,-Мат, Хресе ПГ " АА... 
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вфроятно существован!е нфкоторыхъ соотношен]й, доставляю- 
щихъ максимумъ удовольств1я и для другихъ ощущений. 

Изъ сказаннаго видно, что извфстныя закономЪрности на- 
блюдаются и въ настолько субъективной и сложной области, 
какъ область прекраснаго. Вс подобные факты говорятъ намъ 
о томъ, что въ м1Ъ все находится въ связи и человЪфкъ, соста- 
вляющ!Й въ немъ только частный случай, —не представляетъ со- 
бой какого-либо исключен1я изъ общихъ м!ровыхъ соотношений. 

Далеко не всегда, конечно, мы можемъ дать исчерпываю- 
щее объяснен1е такихъ явлений, но это происходитъ по вполнЪ 
понятнымъ причинамъ недостаточно глубокаго знан!я, а вслфд- 
ств!е этого и невозможности связать разорванную для нашего 
пониман!я цфпь взаимодЪфйств!й. 

Перейдемъ теперь къ различнымъ представителямъ расти- 
тельнаго и животнаго царствъ природы. 

Интересно, что то же самое золотое дЪлене является зако- 
номъ расположен1я листьевъ на стеблЪ. 

Если мы возьмемъ вЪтку растен1я, у котораго листья распо- 
ложены не группами, а по одному и проведемъ лин1ю по че- 
решкамъ отъ одного листа къ другому, то замЪтимъ, что лин1я 
эта будетъ имЪть видъ винта. 

Разсмотримъ теперь листъ, сидящ какъ разъ надъ тфмъ 
листомъ, отъ котораго мы повели нашу винтовую линю. Между 
нимъ и даннымъ первымъ листомъ винто- 
вая лин!я дЪфлаетъ нЪсколько полныхъ обо- 
ротовъ (рис. 122). Пусть число оборотовъ 
равно, какъ на рисункЪ,—двумъ, а число 
листьевъ между Аи К, считая по винто- 
вой линши,—равно семи. Часть винтовой 
лин!и между двумя такими листьями А и К, 
сидящими на одной лини, параллельной 
оси стебля,—называется цикломъ. Каждый 
циклъ вполнЪф характеризуется числомъ 
оборотовъ винтовой лини, заключаю- 
щихся въ немъ и числомъ листьевъ, 

Черт. 122. сидящихъ на этихъ оборотахъ. Принято 
циклъ обозначать дробью, у которой чи» 
слитель равенъ числу оборотовъ винтовой линйи, а знаме- 


=. = 


натель—числу расположенныхъ на нихъ листьевъ. Для на- 
шего примфра дробь эта будетъ */.. 

Наблюдая листорасположене у различныхъ растенйй, бо- 
таники замфтили, что всф нанболюе распрострамениые типы 
ихъ могутъ быть расположены въ рядъ 


1, и А в В Ра 


Легко замфтить, между прочимъ, что числитель и знамена- 
тель каждой дроби этого ряда получаются путемъ сложен1я 
числителей и знаменателей двухъ предыдущихъ и что знаме- 
натель каждой дроби становится числителемъь слЪдующей; это 
такъ называемый рядъ Фибоначчи. 

Взявъ любую пару сосфднихъ дробей нетрудно убЪдиться, 
что каждая такая пара все ближе и ближе подходитъ къ про- 
порщи, требуемой золотымъ дфлен1емъ. 

ПослЪфднее обстоятельство находитъ свое объяснене въ томъ 
фактф, что всЪф дроби этого ряда оказываются подходящими 
дробями выражен!я: 


А 
2 
которое, какъ мы уже вид$ли, даетъ отношен1е большей части 
отрфзка ко всему отрЪзку, раздЪленному въ крайнемъ и сред- 
немъ отношени. 

Обратимся теперь къ другому замЪчательному явлен1ю, 
извЪстному въ наукф подъ назван!емъ проблемы о пчелиныхъ 
ячейкахъ. Еще Паппъ, математикъ П1У в., написавций коммен- 
тар!и къ «Началамъ» Эвклида, обратилъ вниман!е на геоме- 
трически правильную форму ячеекъ пчелиныхъ сотъ, но только 
Маклоренъ сумфлъ дать этому факту простое объяснен{е, осно- 
вывающееся на рЪшен!и математической задачи о максимумЪ 
и минимумЪ. ДЪло въ томъ, что при постройкЪ сотъ, пчелы 
необходимо должны соблюдать эконом!о въ такомъ дорогомъ 
для нихь матер!алЪ, какъ воскъ. Поэтому вопросъ о формЪ 
ячеекъ сводится къ нахожден!о геометрической фигуры, обла- 
дающей при данномъ объемЪ 'минимумомъ поверхности. 

Изъ самаго способа, какимъ производится у пчелъ постройка 
сотъ, необходимо должна слфдовать правильная форма ячеекъ, 


10* 
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Въ самомъ ДЪЛЪ, каждая пчела является почти точной кошей 
всякой другой, такъ какъ наслЪдственность передается имъ 
всфмъ болфе или менфе равномфрно, а потому и строить она 
должна точно такъ же, какъ и всякая другая. Но если бы онЪ 
стали строить ячейки неправильной формы, то необходимо яви- 
лись бы промежутки между ячейками и эконом1я матер!ала 
не была бы соблюдена. Поэтому прежде всего намъ надо рЪшить 
вопросъ о вид многоугольниковъ, которые заполняли бы безъ 
просвЪтовъ всю плоскость. 

Сумма угловъ правильнаго многоугольника, какъ извЪстно, 
равна 24("—2) и такимъ образомъ каждый его уголъ равенъ 
24(п—2) | 

о 
своими вершинами К многоугольниковъ, гдЪ й— конечно цЪлое 
242) 44 или Ки 2) =2н. Пре- 

п 
образуя это уравнен1е, будемъ им$ть: 


‚ Пусть теперь въ какой-либо точкЪф плоскости сходятся 


число. Тогда получимъ: # 


21 21444 24 4 4 
п—2 п—2 22° п—2 
Дробь можетъ быть цфлымъ числомъ только въ случаф$, 
п— 


если 4 длится на п—2. Это возможно при п=3; 4 или 6. По- 
этому треугольникъ, квадратъ и шестиугольникъ одновременно 
удовлетворяютъ поставленному услов1ю. Остается рЪшить второй 
вопросъ— какая изъ этихъ фигуръ даетъ при равномъ периметрЪ 
максимумъ площади. Пусть треугольникъ, квадратъ и шести- 
угольникъ имфютъ каждый периметръ р. Тогда стороны у нихъ 


будутъ соотвЪфтственно: Р, Ри? ‚ а площади: РУз р. и РУЗ 
3.4 6 ‚ 18 9 
Очевидно самой большей площадью обладаетъ шестиугольникъ, 
а потому онъ и является рЪшенйемъ первой ‘части задачи. 
Такимъ образомъ, ячейки должны имфть форму шестигран- 
ныхъ призмъ. 
‚ Перейдемъ теперь ко второй части задачи и ръшимъ вопросъ 
о формЪ дна ячеекъ. 


К 
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Дана правильная шестигранная призма (рис. 123). На прс- 
должен1и ея оси ОО, возьмемъ точку 5. Проведемъ затЪмъ черезъ 
5, В, ри Е три плоскости. Ка- 
ждая изъ нихъ отрЪжетъ оть 
призмы тетраэдръ. Такъ какъ при 
этомъь 0б=СА и ОС прямой ВК 
длится пополамъ, то, повернувъ 
каждый изъ тетраэдровъ около ВО, 
ЕВ и ЕО, мы, очевидно, полу- 
чимъ изъ нихъ одинъ новый те- 
траэдръ 5ВОЕ грани котораго5 ВО, 
СВЕ, БШОЕ и ПВЕ будутъ лежать 
въ плоскостяхъ первоначальныхъ 
разрЪзовъ. 

Полученный такимъ образомъ 
многогранникъ будетъ состоять 
изъ щестигранной призмы, окан- 
чивающейся тремя ромбами съ общей вершиной въ точкф 5. 


Легко убЪдиться, въ томъ, что гдЪ бы мы ни взяли на оси 
точку 5, полученный многогранникъ будетъ имфть одинъ и 
‘тоть же объемъ съ первоначальной призмой, но поверхности 
У нихъ будуть различны и, вообще говоря, будутъ зависть 
отъ положен!я точки 5 на оси 50. 


Такимъ образомъ задача заключается въ опред$ленйи та- 
кого положен!йя точки 6 на оси призмы, чтобы полученный мно- 
гогранникъ имфлъ наименьшую поверхность. — 


Пусть АВ=а, ВВ'=00,=Ъ, СК-=50=5; тогда: ВЕ=аУЗ, 


2 


———ыы> | ——3—ы—.— 
37 *) =И 802 ОТ2=1/ 22+ == - У 4+ 01, т.е. 5К = 
=У 4= -+а?. Площадь ромба Э5ВКПШ, равная полупроизве- 


| 
ден1ю д!агоналей ВШ) и БК, равна 57 3За*-+{ 125%; площаль 


| *) Точка У находится на срединф отр%зка оС. 
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| 
трапещи В’'ВК ра СлЪдовательно поверхность много- 


гранника, не считая основан!я, выразится формулой 


За (. Уз -- 1252 -|- 2—1) 
2 


Такъ какъ постоянный множитель За не играетъ роли при 
нахожден!и максимума и минимума, то вопросъ приводится 
къ нахожденю минимума выражен1я, стоящаго въ скобкахъ. 


1 ь 
Положимъ, что т и найдемъ минимумъ 


по правиламъ дифференцщальнаго исчислен!я. Для этого при- 
равняемъ нулю первую производную отъ у по д: 
ау 6х 
4% 302-124? 


РЬшая это уравнен!е относительно х, будемъ имЪть: 


0“ 


ЕВ | а 
6д= За*-+ 1217; 36%2—=3а2-1 1212; 2452—=3а2: 8х2=а?; х=+ —=. 
22 


Такимъ образомъ для поверхности получаемъ выражеше: 


За? 


т 

Изъ треугольника ВКТ, въ которомъ ВК: ВУ : УК= 
=] :У2 Уз найдемъ для угла ВКУ значен!е, равное 35°15'52*'. 

Если смЪфрить соотвфтственные углы пчелиной ячейки, то 
величина ихъ окажется равной только что найденнымъ значе- 
ниямъ. Что же касается до самой формы ячеекъ, то она въ точ- 
ности воспроизводитъ форму, найденную нами путемъ вычисле- 
ний, т.-е. представляетъ собой шестигранную призму, оканчи- 
вающуюся по поверхности тремя ромбами. = 

Однако не одни только пчелы даютъ намъ примЪфръ мате- 
матической точности и правильности, достигнутой путемъ не 
размышлен!я, но инстинкта, который хотя и не можеть по бы- 
строт и удобству сравниться съ математикой, тЪмъ не менфе 
достигаеть иногда поразительныхь результатовъ. 
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Такъ, напримЪръ, существ 
(КрупсАНез ЪеШае), 


уетъ жучекъ—березовый слоникъ 
который для того, чтобы положить свои 


яички, свертываеть въ трубку листья березы, ольхи ит. п. и въ 


образовавш!йся сигарообразный мЬшокъ про- 
изводить кладку. Жучковь этого вида 
существуеть очень много. Всф они надрЪ- 
заютъ для этой цфли одну половинку листа 
поперекъ и свертываютъ ее; затъмъ надрЪ- 
зается вторая половина листа и наверты- 
вается на первую. Различные виды дЪлаютъ 
эти надрфзы по разному, но существуеть 
одинъ видъ, который придаетъ надрЪзу осо- 
бую форму. Лин!я надрЪза (рис. 124) совер- 
шенно своеобразно изгибается, пересЪкая 
поверхность листа. Оказывается, что форма 


Рис. 124. 


этой линйи не произвольна, а является эволютой *) краевой 
лин!и листа. Задаваясь же вопросомъ о причинЪ того—почему 
жучекъ прорЪфзаеть именно эволюту края, а не какую-либо 
другую лин!ю, мы найдемъ, что только въ первомъ случаЪ 
‘свертыван!е листа производится легче всего и получаемый при 
этомъ м5шокъ выходить болфе плотнымъ и крЪпкимъ. 


®) См. статью о дифференц. геометр!и 


Теорема Пиеагора. 


Въ элементарной геометр!1и теорема Пиеагора занимаетъ 
исключительное положене. При отсутств!и практики, можеть 
стереться изъ памяти множество другихъ звеньевъ Эвклидовой 
логической цЪпи, но кто разъ изучалъ геометр1ю, тотъ врядъ ли 
скоро забудетъ эту интересную теорему, связанную къ тому же 
съ характернымъ чертежомъ *). Такое исключительное вниман!е 
къ этой теоремЪ объясняется съ одной стороны-—-дфйствительно 
важной ролью, которую она играетъ при рЪшен!и геометриче- 
скихъ задачъ, съ другой—<самымъ характеромъ этой теоремы, прс- 
стой по формулировк$Ъ и неожиданной**) по содержан!ю, наконецъ 
доказательствомъ ея, которое долго представлялось педагогамъ 
классическимъ образцомъ отвлеченнаго мышлен1я и потому 
служило пробнымъ камнемъ умственной зрфлости ученика 
(отсюда—перешедийе къ намъ изъ средневЪковья назван!я тео- 
ремы: «тар! {ет та{Пезеоз», т. к. теорема предлагалась на тогдаш- 
нихь магистерскихъ экзаменахь; «е роп& аих апез», «Че Езе1- 


*) Въ послЪднее время астрономами вполнф серьезно обсуждается 
вопросъ о возможности завязать сношен!я съ предполагаемыми обитателями 
другихъ планетъ-—чаще всего рфчь идетъ о МарсЪф— при помощи свфтового 
сигнала. И вотъ, въ качествЪ такового предполагается воспользоваться 
чертежомъ Пиеагоровой теоремы: если наши адресаты существа разумныя, 
то весьма вЪфроятно, что они самостоятельно пришли къ этой теоремЪ по- 
добно тому, какъ независимо другъ отъ друга открыли ее китайцы, индусы, 
греки. 

-*) Часто приходится слышать отъ ученика— преимущественно отъ 
способнаго—что большинство теоремъ элементарной геометр1и излишне, 
въ виду ихъ очевидности. О Пиеагоровой теоремЪ этого никто не скажетъ. 
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ргиске»—«мостъ ословъ», ироническая кличка, смыслъ которой 
понятенъ самъ собой).-—При современной постановкЪ препода- 
ван1я геометр!и, главную роль играетъ первая изъ указанныхъ 
сторонъ теоремы Пиеагора, связанная съ ариеометической (въ 
противоположность геометрической, о которой—ниже) форму- 
лировкой ея: «если стороны прямоугольчаго треугольника 
измфрены одной и той же единицей, то квадратъ числа, выра- 
жающаго гипотенузу, равенъ суммЪ квадратовъ чиселъ, выра- 
жающихъ катеты». Теорема эта даетъ намъ возможность рЪшить 
основную задачу на вычислен!е: зная двЪ стороны прямоуголь- 
наго треугольника, вычислить третью. Если припомнимъ, ка- 
кими методами мы пользуемся при рфшен!и болфе сложныхъ 
геометрическихъ задачъ на вычислен!е, то легко замЪтимъ, 
что—за исключен!емъ тЪхъ случаевъ, когда неизвЪстные отрЪзки 
непосредственно вычисляются изъ пропоршЙ, доставляемыхъ 
подоб1емъ-—мы всегда примфняемъ одинъ или нфсколько разъ 
теорему Пиеагора, для чего стараемся выдЪфлить изъ нашей 
фигуры прямоугольные треугольники *). 

Иначе смотрЪли на теорему Пиеагора древн1е. ИзмЪрен1е от- 
рЪзковъ неизбЪжно приводитъ къ понят1ю объ иррацюнальномъ 
числЪ (напр. д1агональ квадрата, у котораго сторона равна 1, 
выражается ирращональнымъ числомъь У2), а послфдняго 
древн!е, въ частности Пиеагорейцы, тщательно избЪфгали, считая 
его нарушен1емъ м!ровой гармон1и.—Поэтому первоначально тео- 
рема Пиеагора появилась въ чисто-геометрической формулировкЪ: 
«квадратъ, построенный на’ гипотенузф, равновеликъ суммЪ 
квадратовъ, построенныхъ на катетахъ». Былъ ли `Пиеагоръ 
(прибл. У[ в. до Р. Хр.) дЪйствительно первымъ, давшимъ до- 
казательство для общаго случая, а если и былъ, то въ чемъ это 


— 


*) НЪсколько рЪже приходится пользоваться сосфдними съ Пиеаго- 
ровой теоремами: «квадратъ катета равенъ произведен!ю изъ гипотенузы 
на прилежкаш!й отрЪфзокъ» и «квадратъ высоты, опущенный на гипотенузу, 
равенъ произведен1ю отрфзковъ гипотенузы». Эти предложен!я, первое 
чзъ которыхъ служитъ для вывода (ариеметическаго) теоремы Пиеагора, 
въ свою очередь могутъ быть выведены изъ нея въ качествЪ слЪдствий. (объ 
этомъ ниже). Теоремы же о квадрат стороны, лежащей. противъ остраго ни 
тупого угла представляютъ собой двукратное примнен!е теоремы. Пиеагора. 
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доказательство состояло,—мы не знаемъ. ИзвЪфстный намъ изъ 
школы чертежъ впервые встрЪчается у Эвклида и, возможно, 
имъ самимъ придуманъ. Во всякомъ случаф несомнфнно, что 
общему доказательству этой теоремы предшествовала провфрка 
ея на частныхъ случаяхъ--именно тЪхъ, когда стороны прямо- 
угольнаго треугольника выражаются цфлыми числами (см. далЪе 
о Пиеагоровыхъ числахъ). Историкъ математики Канторъ пола- 
гаетъ, что египтяне уже за 2300 г. до Р. Хр. знали, что треу- 
гольникъ со сторонами 3, 4 и 5 прямоугольный, и, конечно, 
замфтили, что 32-1 42—5%, 


Если вЪфрить китайскому лфтописцу, треугольникъ 43, 4, 5 
былъ извЪфстенъ его предкамъ приблизительно за 1100 л. до 
Р. Хр. Повидимому независимо отъ египтянъ и китайцевъ, инду- 
сы знали въ УП в. до Р. Хр. довольно много частныхъ слу- 
чаевъ прямоугольныхъ треугольниковъ. Въ «СальвасутрЪ», рели- 
г1озно-геометрической книгЪ индусовъ *) упоминаются прямо- 
угольные треугольники со сторонами: 3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 
17; 7, 24, 25; 12, 35, З7и 15, 36, 39. На каждомъ изъ этихь треу- 
гольниковъ провЪфряется теорема Пиеагора; туть же приво- 
дится простой чертежъ (см. рис. 125), доказывающИЙ справедли- 
вость теоремы для случая равнобедрен- 
наго прямоугольнаго треугольника и, на- 
конецъ, дается самая теорема (безъ дока- 
зательства) вь слЪдующей формЪ, харак- 
терной для той эпохи: «шнурокъ, натя- 
нутый наискось по прямоугольнику, про- 
изводить двЪ площади, которыя производятся шнурками, натя- 
нутыми вдоль большей и меньшей стороны», Въ переводЪ на совре- 
менный языкъ, это означаетъ; «квадратъ, построенный на д!а- 
гонали прямоугольника, равновеликъ сумм квадратовъ, по- 
строенныхъ на его сторонахтъь. 


Черт. 175. 


*) У индусовъ, канъ и у египтянъ, геометр!я часто служила цфлямъ 
религ!ознаго культа. Мног!®е предметы богослужебнаго обихода должны 
были имфть строго установленныя геометрическя формы, и здЪсь, конечно, 
важно было точное построен!е прямого угла. 
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Различныя доказательства теоремы Пнеагора. 


При томъ повышенномъ вниманйи къ Пиеагоровой теоремЪ, 
которое не оставляетъ ея до послфдняго времени, не приходится 
удивляться обилю различныхъ доказательствъь (нфмецюй уче- 
ный \ррег въ 1880 г. насчиталъ ихъ 46). Число ихъ, конечно, 
можетъ быть увеличиваемо до безконечности, такъ какъ, кромЪ 
совершенно новыхъ доказательствъ, можно съ безконечнымъ 
разнообраз!емъ варьировать старыя, и нЪтъ границы, отдляю- 
щей такя вар!аШи отъ новыхъ 
доказательствъ.—Не всЪфмъ, напр., 
извЪфстны слфдующ!я два изъ мно- 
гочисленныхъ видоизмфнен!й Эвкли- 
дова доказательства. 

1) Вмфсто равенства двухъ тре- 
угольниковъ, фигурирующихь въ 
обычномъ доказательствЪ, можно съ 
успфхомъ воспользоваться  равен- 
ствомъ двухъ параллелограммовъ (на 
черт. 126 заштрихованныхъ), изъ ко- 
Черт. 126. торыхъ одинъ равновеликъ квадрату, 

а другой прямоугольнику. 


2) Можно одинъ изъ квадратовъ, построенныхъ на катетахъ 
(на черт. 127 взять бблышШЙ квадратъ), 
перегнуть такъ, чтобы онъ налегалъ на 
ДАВС. Мы избавляемся тогда отъ необхо- 
димости доказывать равенство двухъ тре- 
угольниковъ, которые теперь замфняются 
однимь ВСП, но должны вмЪсто этого 
показать, что сторона Р@ проходитъ че- 
резъ точку р. 

Изъ остальныхъ доказательствъ при- 
ведемъ нЪфсколько наиболфе замЪфчатель- 
ныхъ. Ихъ можно раздфлить на двф группы: 1) ариемо- 
геометрическал, въ которыхъ отрЪфзки разсматриваются, какъ 
числа, и доказательство основывается, помимо ` геометри- 
ческихъ соображен!й, на числовыхъ тождествахъ; 2) чисто-авоме- 


. 
® 


Черт. 127. 


+ 
трическля, опирающ!яся только на понят!е о равенствЪ фигуръ. 


|. Ариемо-геометурическя доказательства. ЗдЪсь на первомъ 
МЪСТЪ надо поставить историческое индусское доказательство, 
чертежъ котораго мы находимъ въ книгф Бхаскары (ХПИ в. 
по Р. Хр.); вмЪсто доказательства, чертежъ 
сопровождается обычнымъ у индусовъ «смо- 
три». Любопытно, что та же фигура была 
извЪстна китайцамъ, какъ увфряетъ одинъ С 
ихъ историкъ, за 1000 л. до Р. Хр. Посмот- 
римъ, что можно извлечь изъ этой фигуры, 
пользуясь современными обозначен!ями. Въ 
квадратЪ, построенномъ на гипотенузЪ с, Черт. 128. 
умЪфщаются, какъ видимъ, 4 прямоугольныхъ Л\-ка съ катетами 
а и Ъ (а —болышй катетъ) и, сверхъ того, внутренн!й квадратъ 
со стороной (а—$). Если напишемъ теперь, что площадь боль- 
шого квадрата равна суммЪ площадей его частей, то получимъ: 


в 4 +@—5) 


|) а откуда, раскрывая скобки и дфлая при- 
веден!е, будемъ имЪть; 
Ь 
а с? = а? + Ь?. 
Приведемъ еще другое доказатель- 
а СТВО новЪйшаго происхожденя. Квад- 
|. 


ратъ со стороной, равной суммЪ ‚а Ъ 
катетовъ, разложимъ (см. черт. 129) на 4 
прямоугольныхъ Д-ка со сторонами циБ, 


и квадратъ со стороной с, равной гипо- 
тенузЪ. Принимая опять во вниман!е величины площадей, имЪемъ: 


@ь 45 + с*, 


а | 
Черт. ‚ 129. 


откуда, по упрощении, 
а |? = с*. 


И. Чисто-геометрическая доказательства могуть быть въ 
свою. очередь разбиты на 1) доказательства посредствомъ вычи- 
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таня и 2) доказательства посредствомъ сложен1я (разложен1я). 
Въ доказательствахъ перваго типа берется нЪкоторая фигура 
(или двЪ равновеликихъ); если отнять отъ нея извЪстныя части, 


ь Черт. 130. 


получается квадратъ, построенный на 
гипотенузЪ; если же отнять тая же 
части, но въ другихъ мфстахъ фигуры, 
то останутся два квадрата, построенные 
на катетахъ. 

Вотъ, напримфръ, одно изъ такихъ. 
доказательствъ, также, повидимому, 
извЪстное индусамъ. 

Квадраты, построенные на катетахъ 


а и $, расположены: рядомъ, а квад- 
‘ратъ, построенный на гипотенузЪ с‚такъ, 


какъ показано на черт. 130 (разумФется, 


надо доказать, что при этомъ. 


точки М, М№, Р окажутся -на 
одной прямой—но это не труд- 


но). Треугольники 1, 2, Зи 4 


равны между собой. Если отни- 


мемъ отъ всей фигуры 'треуголь-: 
ники | и 2, то. останется квад- 


рать гипотенузы *); если же 
отнимемъ равные имъ треуголь- 
ники Зи 4, останутся квадраты 
катетовъ, чЪфмъ теорема дока- 
зана. 

Приведемъ здЪсь еще слЪду- 
ющее доказательство. (черт.131). 
Къ обычному чертежу присоеди- 
нимъ нфкоторыя вспомогатель- 
ныя лини: соединимъ вершины 


< \ у 
ых \3 И 
` у р 
и УК 
Черт. 131. 


ЕиР, отчего получится Д-къ 2, равный исходному А-ку 1; при 


сторонф 1Н построимъ ДА-къ 1КН, 


также равный Д-ку 1 


(при чемь 1К || СВ и ПК| АС). Получаются два шести- 


*) Въ дальнфйшемъ мы будемъ для.краткости говорить «квадратъ гипо- 
тенузы (катета)» вмфсто «квадратъ, построенный на гипотенузЪ (катечЪ)», 


= ВОВ 


угольника АПШЕЕСВ и АСВНКТ, изъ которыхъ первый 
дфлится пополамъ линей ПС@, а второй линей СК. Но 
половины АД@В и АСЕ обоихъ шестиугольниковъ равны 
между собой, въ чемъ легко убЪфдиться наложен1емъ, повер- 
нувьъ АШОСВ на 90 около вершины А. СлЪдовательно шести: 
угольники равновелики; если отнять отъ одного изъ нихь Д-ки 
Ти 3, то останется квадратъ гипотенузы, а если отъ другого 
шестиугольника отнять такля же части |1 и 2, то останутся 
квадраты катетовъ. 

Оть этого доказательства нетрудно перейти къ другому, но 
уже принадлежащему ко второму типу доказательствъ-—«по- 
средствомъ сложен!я»; такъ называются доказательства, въ ко- 
торыхъ квадрать гипотенузы разбивается на нфкоторыя части 
и на таюмя же части одно- 
временно разбиваются квадраты 
катетовъ. 

Подобное доказательство мож- 
но всегда наглядно провфрить, 
выр$завъ (изъ бумаги, картона) 
всЪ три квадрата, разрЪзавъ 
ихь на указанныя части и за- 
тЪмъ сложивъ изъ двухъ мень- 
шихъ квадратовъ большй или 
наоборотъ *). 

Въ самомъ дЪлЪ, при пово- 
рот$ 4-угольника АДШаВна 90 

Черт. 132. вправо около вершины А, тре- 

угольникъ АСВ займетъ поло- 

жен!е АПТ, а при поворотЪ того же 4-угольника на 90° влЪво 
около вершины В—положен!е ВУН. Легко показать, что точки 
У, 0, и Слежатъ на одной прямой (послЪдняя совпадаетъ съ пря- 
мой СК чертежа 131). Если теперь проведемъ лини ОХи 70 
параллельно прямой ПС, то квадратъ гипотенузы разобьется 
на 8 попарно равныхъ треугольниковъ. Чтобы на так1я же ча- 
сти разложились квадраты катетовъ, достаточно продолжить 


*) Мы имЪемъ здЪсь такимъ образсмъ задачу на складыван!е и перело- 
жен!е фигуръ; см. соотвЪфтств. статью. 


260; == 


стороны А[и ВН до встрЪчи съ прямой ОС@ и полученныя точки 
пересЪчен1я соединить соотвфтственио съ вершинами Ви С. 
Доказательство равенства частей, отмфченныхъ на черт. одина- 
ковыми цифрами, не представляетъ затруднений. 


Частичное видоизмЪнен!е этого доказательства представлено 
на черт. 133, гдЪ вспомогательныя лин]и проведены такъ, что ДЪ- 
лаютъ равенство нЪкоторыхъ составляющихъ треугольниковъ 
болЪе нагляднымъ, благодаря параллельности ихъ сторонъ. 


Приведемъ, наконецъ, еще одно доказательство при помощи 
разложен1я, имфющее историческ!й интересъ, такъ какъ оно 


Черт. 133. Черт. 134. 


встрЪчается уже у арабскаго математика Аннаирици (ок. 900 г. 
до Р. Хр.). Слегка видоизмЪненное, это доказательство стано- 
вится яснымъ изъ черт. 134. НЪсколько искусственное разложен!е 
ббльшаго квадрата будетъ понятнЪе, если сравнить его съ раз- 
ложен1емъ того же квадрата, получающимся на черт. 127. 
Какое же изъ предыдущихъ доказательствъ самое простое? 
Въ такой формулировкЪ, вопросъ можетъ служить образцомъ 
того, какихъ вопросовъ не сльдуеть ставить въ математикЪ. 
«Простота» доказательства не есть математическая величина, 
и потому сравнен1ю не подлежитъ. Можно, конечно, ограничить 
вопросъ—и въ этомъ направлен!и шли послЪдн!я изслЪдован!я— 
но тутъ неизбЪжно вводится нфкоторый произволъ. Если гово- 
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рить только о доказательствахъ путемъ сложен1я, то можно, напр., 
за мфру простоты принять число треугольниковъ, на которые 
разлагается квадратъ гипотенузы. Тогда самымъ простымъ слф- 
дуетъ признать доказательство Аннаирици (черт. 134), въ кото- 
ромъ квадратъ гипотенузы разложенъ на З треугольника и 2 
четыреугольника, что равносильно 7-ми треугольникамъ. Из- 
слЪдован1я выяснили, что дальнфйшее упрощен!е въ этомъ на- 
правлен1и невозможно, т.-е. нельзя дать доказательство, въ ко- 
торомъ квадратъ гипотенузы разбивался бы меньше, чфмъ на 
7 треугольниковъ. 

Но можно стать на иную точку зрфн1я и отдать предпоч- 
тен1е «симметричности» фигуры, которая получается отъ разло- 
жен1я квадрата гипотенузы (подъ большей или меньшей симме- 
тричностью мы разумЪемъ въ данномъ случа способность 
фигуры, состоящей изъ квадрата гипотенузы и его лин!й дЪления, 
совмЪститься съ самой собой при поворотф около центра квад- 
рата на болыш! или менышй уголъ). Напр. фигура Аннаирици 
лишена симметр1и: нуженъ полный поворотъ (на 360°) около 
центра, чтобы всЪ лини пришли въ прежнее положене. А для 
квадрата, разбитаго на части, какъ показано на черт. 132 или 
133, достаточеньъ поворотъ на 180°и въ этомъ смыслЪ то 
доказательство проще. 

Такимъ образомъ, каждое доказателоство имЪетъ свои пре- 
имущества. 


СлЪдетвйя, обобщения, аналоги. 


Въ тЪсной связи съ теоремой Пиеагора находятся два пред- 
ложен!я, которыя въ современныхъ ‘учебникахъ обыкновенно 
даются въ ариеметической формулировкЪ и предшествуютъ до- 
казательству (ариеметическому) теоремы Пиеагора. На языкЪ 
древнихъ эти предложен1я могутъ быть выражены такъ: 
1) «квадратъ, построенный на катетф, равновеликъ прямо- 
угольнику, построенному на гипотенузЪ и прилежащемъ от- 
рЪзкф», 2) «квадратъ, построенный на высотф (опущенной на 
гипотенузу), равновеликъ прямоугольнику, построенному изъ 
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отрфзковъ гипотенузы». ОбЪ теоремы допускаютъ чисто геоме- 
тричесмя доказательства. Справедливость первой обнару- 
живается попутно при обычномъ 
доказательствь теоремы Пиеаго- р 
ра, потому что тамъ мы  уста- м 
навливаемъ (см. черт. 135) равно- й 
великость квадрата | съ пря- -. 
моугольникомъ [1--У, у котораго №7 
большая сторона — гипотенуза, а 
меньшая—отрЪзокъ ея, о которомъ 
говорится въ условии. Что ка- 
сается второй теоремы, то ее 
легко вывести изъ Пиеагоровой, 
если замфтимъ, что квадрать | 
равновеликъ—съ одной стороны, 
суммЪ квадратовъ Ши ПП, съ 
другой—суммЪ квадрата ШП съ прямоугольникомьъ ГУ. 
Отсюда вытекаетъ, что квадрать 111, построенный на вы- 


сотф, равновеликъ прямоугольнику [У, построенному на 
отр5зкахь ри 4 гипотенузы. 


< 


Черт. 135. 


Уже Эвклидъ. зналъ слфдующее обобщен!е Пиеагоровой 
теоремы: чесли на сторонахъ а, Бис прямоугольнаго треуголь- 
ника построить как!я угодно подобныя между собой фигуры 
А, Ви С такъ, чтобы стороны треугольника служили въ нихъ 
сходственными отрфзками, то площадь фигуры (С), построен- 
ной на гипотенузЪ, равновелика суммЪ площадей фигуръ 
(А-В), построенныхъ на катетахъ». Справедливость этого 
предложен1я легко провЪфрить, если вспомнимъ, что площади 
подобныхъь фигуръ относятся, какъ квадраты сходственныхъ 
отрЪзковъ: | 

А:В:С=а?: 53: 0%, 


А+В а 
откуда =———Щ=:|, что даелъ: 
С сз 
А-+В=С. 


А. Ляминъ. Физ,-Мат, Хрест, т, Ш, ч, |. 11 


а ева 


Такъ какъ всЪ квадраты подобны между собой, то теорема 
Пиеагора заключается здфсь, какъ частный случай. 

Другимъ частнымъ случаемъ является извЪфстная теорема о 
«Гиппократовыхъ луночкахъ», основанная на томъ, что всЪ 
окружности подобны между собой, при чемъ за сходственные 
отрфзки можно принять д1аметры. 


Существуетъ нфсколько теоремъ, аналогичныхъ Пиеагоровой. 
Изъ планиметрическихь упомянемъ теорему Паппа Александр!й- 
скаго (11 в. -по Р. Хр.): «если 
какой угодно треугольникъ АВС 
перенесень параллельно себЪ 
въ положен1е А.В:С, такъ, что 
оба параллелограмма АСС.А: и 
СВВ.С. лежать внЪ треугольни- 

Черт. 136. ка АВС *), то параллелограммъ 

АВВ,А, равновеликъ суммЪ 

параллелограммовъ АСС,А;, и СВВ.С».—Теорема сразу дока- 

зывается тЪмЪ, что отъ 5-угольника АА.С. В.В отнимаемъ одинъ 
разъ ЛАВС, а другой разъ-—-равный ему ДА.В.С.. 

Въ частности, если уголъ (С прямой и параллелограммъ АВВ, А! 
есть квадратъ, то нетрудно показать, что параллелограммы АСС, А! 
и СВВ.С, равновелики квадратамъ катетовъ-—получается Пиеа- 
горова теорема. 

Другую аналог!ю заимствуемъ изъ стереометр1и. Предвари- 
тельно напомнимъ о характер нЪкоторыхъ основныхъ анало- 
ий между плоскими и пространственными фигурами. 


*) Можно было бы этого услов!1я, н-сколько искусственнаго, не ставить, 
но тогда мы могли бы только утверждать, что 


пл. АВВ: А, = + пл. АСС, А, + пл. СВВ,С!, 


а передъ каждой площадью берется знанъ -|- или —, смотря по тому, 6у- 
демъ ли мы при обходЪ параллелограмма въ направлен!и, указываемомъ 
нашимъ порядкомъ буквъ (напр. для перваго параллелограмма—отъ А черезъ 
В и В, къ 4А,) двигаться противъ часовой стрЪлки или по ней. 
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1) Прямому углу въ плоскости аналогиченъ въ пространствЪ 
такъ называемый а три- В 
жды прямой уголъ», т.-е. трегран- 
ный Уголъ, нЕ тремя 
плоскими прямыми углами. ТА. 
ковъ, напр., уголъ, образуемый 
тремя Декартовыми осями коор- $ 
динатъ въ пространств (въ то | 
время, какъ координатныя оси на А 
плоскости образуютъ плоск!й пря- Черт. 137. 
мой уголъ); трегранный уголъ 
при любой изъ 8-ми вершинъ куба (въ то время, какъ у 
квадрата — аналогичной плоской фигуры — уголъ при вер- 
шинЪ плосюЙ прямой) и т. п. 

2) Аналогей къ треугольнику—фигурЪ, имЪющей наименьшее 
число сторонъ, служить въ пространств пирамида—Ффигура, 
имЪющая наименьшее число граней. Если теперь вспомнимъ, 
что за мЪру стороны (отрЪзка) можно принятьея длину, а у грани 
(треугольника или многоугольника) ея площадь, то подмЪтимъ 
аналогю съ Пиеагоровой въ слфдующей  стереометрической 
теоремъЪ: «если въ пирамид одинъ изъ трехгранныхъ угловъ 
(напр. уголъ при вершинЪ 5) трижды прямой, то квадратъ пло- 
щади той грани, которая противолежитъ этому углу, равенъ 
суммЪ квадратовъ площадей остальныхъ трехъ граней». 


Обратная теорема. Пиеагоровы ` числа. 


Справедлива и теорема, обратная Пиеагоровой: «если квад- 
ратъ одной изъ сторонъ треугольника равенъ суммЪ квадратовъ 
двухъ другихъ сторонъ, то тр-къ прямоугольный (именно— 
прямой уголъ лежитъ противъ первой стороны)». Доказать это 
проще всего отъ противнаго, пользуясь теоремами о квадратЪ 
стороны, лежащей противъ остраго или тупого угла. 

Какъ упоминалось выше, этой обратной теоремой пользова- 
лись уже древн{е; они Знали, что, имЪя три числа, изъ кото- 
рыхъ квадратъ одного равенъ суммЪ квадратовъ двухъ другихъ, 
можно построить прямоугольный треугольникъ, принявъ эти 

11 
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числа за длины сторонъ. Тащя три цфлыхъьъ положительныхь 
числа, которыя, очевидно, должны удовлетворять уравнен1ю 


2? -|- у? == а? ...(1), 


называются «Пивагоровыми числами». Поставимъ себЪф задачу: 
найти всЪ Пиеагоровы числа, т.-е. дать обийя формулы для 
ршен!1я въ цБлыхъ положительныхъ числахъ неопред$леннаго 
ур-!я (1). Мы можемъ ограничить свою задачу разысканемъ 
только такихъ троекъ рьшен!й—такъ наз. «основныхъ троекъ»,— 
которыя ке имфютъ обшаго пЪлигеля (какъ, напр., Пиеагоровы 
тройки «3, 4, 5» или «5, 12, 13»). ИмЪя такую основную тройку, ° 
можно получить сколько угодно «производныхъ» Пиеагоровыхъь 
троекъ путемъ умножен!я на произвольное ц$лое число (напр., 
изъ тройки «3, 4, 5» можемъ получить, умножая послЪдовательно 

на 2, 3, 4..., тройки «6, 8, 10», «9, 12, 15», «12, 16, 25» ит. д.), 

потому что изъ ур-Ёя (1) слЪдуетъ, что 


(ах)? -- (ау)? == (аг)®, 


ГДЪ а—какое угодно число. 
Теперь приступимъь къ самому рЪшеню. Изъ ур-я (1) 
видно, что 


х<2<=- у, потому что 1?< в? < 1? у? + 24у. 


Отсюда заключаемъ, что г=<-- нФкоторая часть числа у, т. е. 


а а 
у? 


т 
гдЪ — правильная дробь (и > т), которую можно считать уже 
п 


сокращенной (т и п не имЪютъ общаго дЪлителя). Подставляя 
значен!е 2 изъ (2) въ (1), послЪдовательно найдемъ: 


2 
де уе = (2+ - у)*; и2-ж у, 
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откуда, по освобожден1и отъ знаменателя и сокращен!и на у (520), 
получимъ 


| 22 
пу = тих + ту; А (3) 
у 2тт 


Опредфляя отсюда`х и подставляя въ (2), найдемь, что 


р: а 
ИЕ 
у 2тп 


Равенства (3) и (4) можно записать вмфст въ видЪ 
т:у: 8 == (п? — т?) :2тп : (п*-+т)...... (5) 


откуда заключаемъ: если х, у и зсуть Пиеагоровы числа, то они 
пропорцюнальны тремъ величинамъ 


п? —т?, 2тт, п-т, :..... (6) 


ГД ти п нькоторыя (взаимно простыя) цфлыя числа. Обратно, 
если выполняется соотношене (5), то 


т (п? — т”)? - (2тт)? _ 
2% — (т? + п)? 

слЪд. удовлетворяется ур-е (1). Итакъ, формула (5) содержить 

самое общее рьшен!е нашей задачи: давая числамъ т и в всевоз- 

можныя цфлыя значен!я, мы исчерпаемъ всЪ существующя 
Пиеагоровы тройки. | 

Посмотримъ, не можеть ли быть сокращено отношене 

(п*—т?) : 2тт : (п?--т?) при т и п взаимно простыхъ. Пред- 

положимъ, что числа (6) имЪютъ общ. наиб. дЪлителя 4, такъ что 


1, 


п? — т? = др, 2тт == 94, и п т? = ду, 
откуда, складывая и вычитая первое и третье равенства, 
2%? = а(р т), 2т? =а4("—р). 


Но псъ т, а слЪд. и п? съ т? числа взаимно простыя, а потому 
для 4, кромЪ 1, возможно только значене 2. Итакъ, при ти п 
взаимно-простыхъ, числа (6) даютъ либо сразу основную тройку, 


— 166 — 


либо такую производную, которая переходитъ въ основную 
послф раздЪлен!я на 2. Легко видЪфть, что послфдн!И случай бу- 
детъ имфть мфсто тогда и только тогда, когда оба числа тит 
нечетныя; поэтому, если желаемъ получать только основныя 
тройки, слЪдуетъ не давать числамъ т и п одновременнаго нечет- 
ныхъ значений. 

СлЪдующая таблица содержитъ всЪф основныя Пиеагоровы 
тройки, заключающ!яся въ пред$лахъ первой сотни. 


По. К а. в: № 
о в 
| 3515 721 93511 45 33 13 63 55 39 77 65 
у | 412 82400 40 12 60 28 56 84 16 48 80 36 72 
г | 51317 25 2941 37 61 53 65 85 65 73 89 85 97 


Чтобы дать наглядную картину распредЪлен1я Пиеагоровыхъ 
чиселъ, воспользуемся методомъ координатъ. На клфтчатую бу- 
, 1... Магу,-гдЪ сторона каж- 

| т: и дой клЪтки изображаеть 
единицу, нанесемъ вза- 
имно — перпендикуляр- 
ныя оси. Теперь каж- 
‚дая Пиеагорова тройка 
(основная или производ- 
ная) можеть быть изо- 
бражена точкой, у кс- 
торой абсцисса и орди- 
ната представляютьъ ка- 
теты, а слЪд. разсто- 
ян!е точки отъ начала 
координатъ-—гипотенузу 
соотвфтствующаго ПИи- 
Черт. 138. еагорова треугольника. 

На чертеж мы огра- 

ничились значенями т и у, не превышающими 25; конечно 
при дальнфйшемъ расширен!и координатной плоскости появятся 
новыя (въ числ$ ихъ и основныя) точки, и прямыя, соединяющЯ 


| 
ки 
мае 


Е 


навеян 


р 
“ 
- 


[5 
© 
5 

= 

5 

[28 


а. Ор 


ихъ съ началомъ координатъ будутъ становиться все гуще. ДвЪ 
геометрическая детали нашего чертежа сразу бросаются въ глаза. 

1) Всь производныя отъ данной основной тройки изобра- 
жаются точками, лежащими на одной прямой-—именно на лучЪ, 
соединяющемъ начало координатъ съ точкой, изображающей 
основную тройку.-—-Это явленйе станетъ понятнымъ, если 
вспомнимъ, что Пиеагоровъ /Л-къ, соотвфтствующ произ- 
водной тройкф, подобенъ (вслфдств!е пропорцюнальности сто- 
ронъ) /\Х-ку, соотвфтствующему исходной основной тройкЪ. 

2) ВсЪ отмЪченныя точки расположены симметрично по 
отношенню Къ биссектриссЪ угла между осями.—Это объ- 
ясняется тЪфмъ, что каждая тройка а, В, с, изображена у 
насъ дважды: одна точка соотвЪтствуетъ порядку катетовъ 
(а;5) а другая порядку (;а) (напр., точки съ координата- 
ми 3, 4 и 4, 3). Эти-то двЪ точки и симметричны всегда по 
отношен!ю къ биссектриссЪ. 


Въ тЪсной связи съ Пиеагоровыми находятся «Героновы» треугольники; 
такь называются косоугольные Л-ки, у 


которыхъ стороны и площадь выража- | ыы 

ются цфлыми числами. Если возьмемъ 

два Пиеагоровыхъ А-ка, имЪфющихъ по оди- ^------- 40 --------^° 
наковому катету, то, приложивъ ихъ другъ Черт. 139. 


къ другу этими катетами, получимъ Геро- 
новь /-къ.*). Такъ, изъ Пиеагоровыхъ треугольниковъь со сторо- 
нами 5, 12, 13 и 35, 12, 37 получимь ДЛ-кь со сторонами 13, 
12.40 
2 = 

Но не только изъ такихъ, а изъ любыхъ двухъ Пиеагоровыхъ Л\-ковъ 
‚можно составить Героновъ; для этого достаточно уравнять по одному катету 
въ томъ и другомъ Пиеагоровомъ Л\-кЪ, умножая стороны ихъ на подходящя 
числа (напр., переходя отъ основныхъ троекъ къ производнымъ). 

Такъ, изъ Пиеагоровыхъ ДА-ковъ «8, 15, 17» и «20, 21, 29%» можно получить 
(уравнивая числа 8 и 20) два другихъ: «40, 75, 85» и «40, 42, 58», а изъ по- 
ълЪфднихъ составить Героновъ треугольникъ. 


37, 40 и высотой 12; площадь этого Л-ка= 


*) Можно показать, что, несмотря на присутств!е въ формул площади 
дфлителя 2, площадь Геронова Л-ка всегда будетъ выражаться цфлымъ 
числомъ. Причина этого заключается въ томъ, что изъ двухъ катетовъ Пиеа- 
горова Д-ка одинъ долженъ непремфнно выражаться четнымъ числомъ, 


Складыване и переложене фигуръ. 


Задачи на складыван!е и переложен!е фигуръ сводятся къ 
слЪдующимъ двумъ основнымъ типамъ: 

1) Изь данныхь фигурь Е:, Е.,...Е„ сложить данную фи- 
гуру Е. Придумать такую задачу очень нетрудно: достаточно 
какъ-нибудь разрфзать фигуру Е на части, перемЪшать ихь— 
и задача будетъь состоять въ томъ, чтобы изъ этихъ частей вновь 
возстановить фигуру Е. Подобными «геометрическими голово- 
ломками» занимались еще римляне, ко- 
торые приписывали Архимеду слЪдую- 
щую задачу («Архимедовъ 10с\14$): 

«Квадратъь разрЪзанъ прямыми ли- 
н!ями на 14 частей; требуется изъ этихь 
частей (цанныхъ, конечно, въ безпо- 
рядкЪ) вновь составить квадратъ». Спо- 
собъ разрфза квадрата показанъ на 
черт. 140, для уяснен1я котораго дос- 

Черт. 140. таточно сказать, что точки ЕЁ, М, 2, С, 

Н, Т и М, являются соотвЪтственно 

срединами отрфзковъ ВС, Ра, АО, Га, ВЕ, Вби АГ; пунк- 

тиромъ отмЪчены, лини, по которымъ разрЪзъ не произво- 
дится (ср. черт. 141). 


На первый взглядъ Архимедовъ способъ разложен1я квадрата кажется 
совершенно случайнымъ,—однако въ немъ есть руководящая идея. Велик 
геометръ ставилъ себф задачей разложить квадратъ не просто на 14 частей, 
а на 14 частей, площади которыхъ находились бы въ ращональныхь отноше- 
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шяхь къ площади всего квадрата (т.-е. выражались бы дробями отъ этой 


8 /^\ 


площади). ДЪйствительно, можно показать, что 
если площадь квадрата принять за |, то площади 
составляющихъ частей, получившихся у Архимеда, 
выразятся дробями съ общимъ внаменателемъ 48. 
На черт. 141 показаны величины этихъ площадей въ 
48-ыхъ доляхъ (напр. величина площади, помфчен- 


ной цифрой 4, есть Ета 1 г). 


Отсюда и. НЙ рядъ разнообразныхъ 
задачъ, напр. такой: чраспредфлить 14 частей 
квадрата въ три группы такъ, чтобы сумма пло- 


щадей во всЪхъ группахъ была одинакова». Легко видЪфть, что задача эта 
приводитъ къ р-шен!ю въ цфлыхъ и положительныхъ числахъ системы не- 
опредфленныхъ уравнен!й 


т : 
аи пу аа питаю 
ва + ыы т о ‚=: 
т. у Уз — = 25+ чб ам -+ И и 0.= Е 


при условяхъ 


да: 1,=2, уча у, = гра =1, 

ини и. =5, О -,=1, ии, =1, 
(такъ какъ въ нашемъ распоряжении 2 фигуры съ площадью въ зе, 4—съ пло 
щадью въ и т. д.). Задача имфеть много — однако, конечное число— 
рьшенй. На черт. 142 представлено одно изъ нихъ, которое отличается тфмъ, 
что эта группировка не нарушаетъь расположен!я 
частей, составляющихъ квадратъ. 


Вернемся къ общей задачЪ. Очевидно, 
не при всякомъ задан!и фигуръ Ё, Е, Р.... 


Е„ задача возможна. 


Однако, доказано, чго 


въ случаЪъ прямолинейныхъ фигуръ (т. е. 
многоугольниковъ) —а только о нихъ’ и 


будетъ рЪчь въ дальнфйшемъ—достаточно 
произвести конечное число цфлесообраз- 


Черт. 142. 


ныхь испытан! для того, чтобы рЪшить, возможна ли задача 
или нфтъ*). Чтобы имфть возможность р-фшить задачу въ лю- 


бомъ случаЪф, намъ 


должно быть дано еще право разрфзывать 


на части фигуры ЁР/, Р.,... Е„. Но здЪсь мы уже подходимъ ко 
второй основной задачЪ; 


*) См. Фурре, прибавлен!е, стр. 51. 
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2) Данную фигуру Е фазрьзать (по прямымъ линямъ) па 
части такъ, чтобы изь пить можно было слодсить другую данную 
фигуру Г’. 

Процессъ разрЪзан1я фигуры Ё и складыван1я изъ ея частей 
фигуры ЕЁ’ мы будемъ называть для краткости «перекраиван!емъ 
фигуры Р въ ЕР». Эта задача имфетъ уже значительный теорети- 
ческ!й интересъ и разрфшена вполнф лишь очень недавно. Одно 
необходимое услов!е возможности нашей задачи сразу бросается 
въ глаза-—это равновеликость фигуръ ЁР и ГР’. Дальше будетъ 
показано, что это услов{е и достаточно, то есть, если прямолиней- 
ныя фигуры Ри ГЕ’ равновелики, то всегда можно перекроить 
одну изъ нихь въ другую. Прежде, чфмъ перейти къ общей 
теор1и, разсмотримъ н$фсколько примЪровъ. 


Задача |. Составить квадрать изь п данныхь квадфатовъ. 


Достаточно рфшить задачу для случая п==2; если мы сумЪемъ 
любые два квадрата перекроить въ одинъ, 

3 то сумЪемъ это же сд$лать и съ любымъ чи- 

4 сломъ п такихь квадратовъ. Поэтому по- 

. ложимъ, что намъ даны два квадрата, одинъ 

со стороной а, а другой съ В; требуется 


перекроить ихъ въ одинъ. 
Если а=5*), то задача рЪшается очень 
просто; разрфзаемъь каждый изъ данныхь 


квадратовь по дагоналямъ и получен- 
ные 4 прямоугольныхь /\-ка складыва- 
емъ, какъ показано на черт. 143. 


Черт. 143. Если же а>Ъ, то поступаемъ слЪдую- 

щимъ образомъ: накладываемъ меньший 

квадрать на больш такъ, чтобы совпали прямые углы при 

вершинЪ А (черт. 144); затЪмъ производимъ разрЪфзъ въ боль- 

шемъ квадрат по лин!ямъ АК, АН, ЕН, ЕВГ, а въ меньшемъ 
квадратЪ—по лини АГ. Тогда 


®*) Можно было бы и не выдфлять этого случая, такъ какъ онъ содер- 
жится, какъ предЪфльный въ общемъ (когда а>5). Предлагаемъ читателю 
уяснить себЪ, къ какому расположен!ю стремятся лини чертежа 144, когда 
разность а—% приближается къ 0. и 
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1) ^ АНВ изъ большаго квадрата, 


2) ^ ЛЮК » > > 

3) ^ АГК изъ болышаго квадрата, вмфстЪ съ /АЁЁ изъ 
меньшаго, 

и 4) /\ ГГИ! изъ большаго квадрата вмфстЪ съ трапешей 
АКА изъ меньшаго 

дадутъ 4 равныхъ между собой прямоугольныхъ /Л\-ка, кото- 
рые помфтимъ циф- 
рами 1, 2, Зи 4. 
Теперь — остается 
обложить квадратъ 
КЕНС (составляю- 
щЙ часть квадрата 
АВС, до сихъ 
поръ не использо- 
Черт. 145. . ванную) этими че- 

тырьмя /\-ками, 

какъ показано на чертежф,—получится квадратъ, который и 
будетъь искомымъ*). 


м 


727 


Задача 2 (обратная). Разложить данный кводрать на п ква- 
дратовъ. 

Задача будетъ опредЪленной только р 
въ томъ случаЪ, если для п—| изъ 
п искомыхъ квадратовъ указаны сто- 
роны: а1, а.,... а,_1. Если при этомъ 
а1?--аз?-+...-На? „<а?, гдЪ а — сто- 
рона даннаго квадрата, то рЪшен1е 
всегда существуетъ. 

Задача, очевидно, приводится къ 
простьйшему случаю — разложен!ю | а >В 
квадрата со стороной а на два, изъ Черт. 146. 
которыхъ одинъ имфеть данную сто- 
рону а. =ВВ;.—На сторонахъ разлагаемаго квадрата, какъ на д!а- 


С 


——Ю——ддд 
® 


*) Ср. статью о Пиеагоровой теоремЪ, черт. 127. Легко видЪть, что мы 
использовали здЪсь идею индусскаго доказательства, 


ее 


метрахъ, строимъ полуокружности (имфюнця общую точку въ 
центрЪ квадрата) и затфмъ изъ вершинъ Л, В, Ги /) ращусомъ, 
равнымъ а, дфлаемъ засЪчки /,, НВ, (ли /),. Проведя соеди- 
нительныя лиши, указаниыя на чертежЪ, получимъ такую же 
фигуру, какъ и на черт. 144. ДалЪе выполняемъ въ обратномъ 
порядкЪ построен!е предыдущей задачи. 

Изложенный общИй методъ преобразованйя квадратовъ не 
всегда даетъ кратчайший путь къ рЪшен!ю задачи. Въ частности, 
когда составляюще квадраты равны между собой, возможны 
иногда болфе простыя рфшен1я, къ изложен!ю которыхъ мы и 
перейдемъ. 

Задача 3. Составить квадрапть изъ п равныхь квадратовз. 

Разсмотримъ сначала частные случаи. 

1) п=2. Этоть случай нами ‘уже разобранъ (см. зад. 1, 
‚черт. 143.) 

2} п=3. ЗдЪсь интересное рьшен!е принадлежить арабскому 
архитектору-геометру Абу’ль Уафа (Х в. по Р. Х.), которому 
пришлось столкнуться съ практической задачей: «разрЪзать три 
одинаковыхъ квадратныхь плитки 
такъ, чтобы изъ частей можно было 
составить квадратъ». Воть какое 
рЬшен!е далъ Абу’ль Уафа. 


\ В с, В 
в. А. 
А, О, А, 


Черт. 147. Черт. 148. Черт. 149. 


Пусть АВСО, А!В.С:ШО, и А.В.С.Ш. данные квадраты. Раз- 
рЬжемъ два изъ нихъ д1агоналями на 4 равныхъ /Л\-ка и эти по- 
слфдн!е обложимъ вокругъ третьяго квадрата, какъ показываетъ 
чертежъ. Проведя вспомогательныя лини ЕЁ, ЕС, СНи НЕ, 
легко доказать, что всф заштрихованные на чертеж Л-ки 

. равны между собой и что ЕР@Н есть квадратъ. Мы можемъ 
получить этоть квадратъ, перенеся Л-ки ЕВ’’В’, ЕС”С, ит. д. 
въ положення ВВ”Е, СС’@ и т, д. При этомъ не приходится 


ав о 


прибЪгать къ перевертыван!ю /Л\-ковъ другой стороной, такъ что, 
если, напр., три малыхъ квадратныхъ плитки были окрашены съ 
одной стороны, то окрашеннымъ получится и составной квадратъ 
(что, вЪроятно, играло роль въ архитектурЪ). 


3) п=4. Складываемъ данные 4 крадрата, какъ показано на 
чертежЪ. 


Вообще, нфтъ ничего легче, какъ составить квадратъ изъ 
К? (напр. изъ 9, 16, 25...) квадратовъ; для этого нфтъ надобности 
разрфзывать послфдн{!е; достаточно сложить ихъ 


такъ, чтобы К квадратовъ укладывалось по длинЪ 

Ее. и К по ширинЪ. Примемъ теперь во вниман!е 

замфчательное свойство цфлыхъ чиселъ, указан- 

И ное Ферматомъ и состоящее въ томъ, что звся- 

кое цфлое положительное число п можетъ быть 

Черт. 150 представлено въ видЪ суммы четырехъ или 

меньшаго числа (трехъ, двухъ, одного) ква- 

дратовъ»; иначе, всегда можно подыскать цфлыя числа т, 

у, 2 и и такъ, чтобы п=х? у? 2?-Ри?, гдЪ х==0, у==0, г==0, и-=0 

(если нЪкоторыя изъ этихъ чиселъ равны 0, то слагаемыхъ по- 

лучается меньше, чфмъ 4, напр. 30=12--22--5%, 13=22-Р 31, 

9=3?, но число 39, напр., можеть быть уже разложено на 

4 квадрата: 39=12--12--12--6?); тогда получимъ общий методъ 
для сокращеннаго рфшен!я нашей задачи при любомъ п. 


Разлагаемъ число и на слагаемыя 22, у?, 2% и и?; соединяемъ 
1 изъ данныхъ квадратовъ въ одинъ, у? квадратовъ въ другой 
ит. д.; получаемъ 4, а если среди величинъ х,у,ё и м есть нули, 
то меньшее число, квадратовъ, которое остается сложить по 
правиламъ зад. |. Мы сейчасъ пояснимъ этотъ 
методъ на случаф п=5. 

4) п=5. Такъ какъ 5=—=4--|, то складываемъ 
сначала 4 изъ данныхъ квадратовъ (помЪченные 
цифрами 1, 2, 3, 4) въ одинъ; затЪмъ по пра- 
виламъ зад. | накладываемъ 5-ый квадратъ на 
какой-либо другсй, напр. на 4-ый, и производимъ 
разрфзы, какъ указано на черт. 151 (ср. черт. 144). Легко 
видфть, что при этомъ 1) квадратъ 2 останется неразрфзаннымъ, 
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2) каждый изъ остальныхъ 4 квадратовъ разрЪзается на двЪъ 
части по образцу, указываемому на 
черт. 153, гдЪ М средина стороны. 
Этому рЪЬшеню прилаютъ обыкно- 
венно нЪсколько иную форму (извЪстная 
задача: «перекроить крестъ 
въ квадратъ»), иифющую пре- 
имущество въ симметричности 
м чертежа: складываемъ 5 дан- 
Черт‘ 153. Нныхъь квадратовъ  кресто- 
образно; послф надлежащихъ 
разрфзовъ и перенесенйя заштрихованныхъ треугольниковъ, по- 
лучается квадратъ (черт. 152). 


—_——-—-[ы——-. —— 


Общую теор!ю перекраиванйя фигуръ изложить нетрудно, 
если установить основной принципъ и два основныхъ по- 
строенля.*). 

Основной принципъ. Если каждую изъ двухъ фигуръ Е! м Е», 
взятыть порознь, можно перекроить в. фигуру Е, то фигуру Е\ 
можно перекроить въ Е. (и обратно— Ро въ Р'\). 

Доказательство основывается на томъ, что способность од- 
ной фигуры перекраиваться въ другую есть свойство 
_ 1) обратимое (или взаимное); если можно перекроить 
‘Е: въ Ро, то и обратно—можно перекроить Е, въ Е,. Напри- 
мфръ крестообразную фигуру черт. 152 можно перекроить въ 
квадратъ; обратно, если изъ большого квадрата вырЪзать за- 
штрихованныя части и перенести ихъ, какъ показываетъ чертежъ, 
то получится первоначальная крестообразная фигура; 


2) переносное (или транзитивное); если можно  пере- 
кроить фигуру РЁ, въ ЕР, а РЕ въ ЁРЕ,, то можно пере- 
кроить РЕ, въ Р.. Напр., (черт. 154), прямоугольникъ Р!|, 
у котораго основанйе вдвое больше высоты, можетъ быть 
перекроенъ въ квадратъ Е при помощи разрЪзовъ, ука- 


*) Предлагаемая теор!я въ основныхъ чертахъ принадлежитьъ С. О. Ша. 
туновскому (см. Фурре, прибавлен!е). 
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занныхъь пунктиромъ. Квадрать Ё@ (трей слфва квадратъ 
въ первомъ ряду) можетъ быть въ свою очередь перекреенъ 
въ параллелограммъь Е, при помощи разрфза, отмфченнаго 


Черт. 154. 


пунктиромъ. Чтобы выяснить, каюе разрфзы надо произвести 
въ прямоугольникЪ РЁ, для того, чтобы изъ полученныхъ частей 
можно было составить параллелограммъ Р., наложимъ фиг. а 
на фиг. 6Ь—получится фигура с. Теперь ясно, что если бы мы съ 
самаго начала произвели въ прямоугольникЪ Е., кромЪ преж- 
нихь разрЪзовъ, еще разрфзы, указанные пунктиромъ (см. 4), 
то изъ шести частей 1’, 1”, 2’, 2”, Зи4 могли бы сразу сло- 
жить параллелограммъ РЕ, (см. е).— Вернемся къ доказывае- 
мому предложен!ю. Такъ-какъ, по. услов1ю, можно перекроить 
Е. въ Р, то (въ силу свойства 1) можно перекроить Ё въ Р,, 
но, по услов!ю, можно перекроить ГР, въ Ё, слфд. (въ силу 
свойства 2) можно перекроить 
Е, въ Е»; этимъ «основной прин- 
ципъ» доказанъ. 

Построене |. Данный тре- 
угольники перекроить въ прямо- 
угольник®. 

Задача  допускаеть много Черт. 155. 
рЪшен!й; приводимъ одно изъ 
нихъ. За основан{е даннаго /Л\-ка АВС примемъ сторону АВ, при- 
лежащую къострымъ угламъ (см. черт. 155); въ этомъ случаЪ вы- 
сота СН упадетъ на основан!е (а нена его продолжен!е). Прове- 
демъ прямую ММ, дЪлящую пополамъ боковыя стороны и, сл%- 
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довательно, параллельную основан!ю. Перенеся теперь /Л\-ки 
СКМ и СКМ соотвЪлственно въ положення ЛОМ и ВЕМ, по- 
лучимъ требуемый прямоугольникъ ЛВ). 


Построен!е !|. Даны два равновеликихь прямоугольника, пе- 
рекроить одинь вь другой *). 


Пусть данные прямоугольники будуть АВОР и А.В.С Ш. 
Одна изъ сторонъ перваго прямоугольника должна быть меньше 
ОДНОЙ ИЗЪ СТО- 

ронъ второго; 

С, р, если бы каж- 
дая изъ сто- 

ронъ перваго 


4 прямоуголь- 

К ‘ника была 

А) В, больше каж- 
Черт. 157. дой изъ сто- 


ронъ второго, 
то площадь перваго была бы больше площади второго, что про- 
тивно услов1ю. Пусть АВ<А.В;; предположимъ сначала, что 
сторона 4,В, первосходитъь сторону АВ не больше, чЪмъ въ 
2 раза, т.-е. что 


АВ< А.В, =2 АВ...(1). 


Продолжимъ сторону АВ (до точки Е) на разстояне, равное 
А.В, и проведемъ ВЕ || Ери ЕУ || АВ. Въ силу соотношеня (1), 
отрЪзокъ Е, равный разности ВЕ основан! прямоугольниковъ, 
не превосходить длины основан!йя АВ, а потому /АШЕ/ помф- 
щается внутри прямоугольника АБСШ. Произведемъ теперь 
разрфзъ прямоугольника АВС по лишямъ ПК и РЕФ. Если 
полученныя части 1,2и3 размЪстимъ, какъ показываеть вторая 


*) Задачу можно формулировать еще такъ: «данный прямоугольницъ 
перекроить въ другой, съ даннымъ основан!емъ». ДЪйствительно, высоту 
второго прямоугольника мы сами построимъ, какъ 4-ую пропорщональную 
къ двумъ сторонамъ даннаго прямоугольника и данному основан!ю нско- 
маго. 
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фигура чертежа 157, то получимъ прямоугольникъ, равный пря- 
моугольнику 41.0101. 

Если бы основан!е 4,В, болЪе, чфмъ въ два раза превышало 
основан!е АП, то мы могли бы увеличить послфднее, напр. . 
въ 11/, раза (не мЬняя площади прямоугольника АВСТ)), при 
помощи предыдущаго построенйя; затфмъ, если понадобится, 
еще въ 11/, раза и т. д. до тЪхъ поръ, пока услове (1) не было 
бы удовлетворено. 

Пусть теперь мы имфемъ два какихъ угодно равновеликихъ 
многоугольника РЁ, и Г.. Разобьемъ многоугольникъ РЁ, на 
треугольники; треугольники перекроимъ въ прямоугольники 
(постр. Г); послЪдн!е-—въ прямоугольники съ однимъ и тфмъ же 
произвольно-выбраннымъ основанйемъ В (постр. 11; см. также 
выноску къ нему); всЪ эти прямоугольники соединимъ (ставя 
одинъ на другой) въ одинъ Е—съ основан1емъ В. Буквально 
то же самое (съ тЬмъ же самымъ Ь) продфлаемъ съ многоуголь- 
никомъ Ро; такъ какъ послфдн1Й равновеликъ многоугольнику Р,, 
то получится опять прямоугольникъ Р.—Итакъ, многоугольники 
Е! и Е., каждый порознь, перекроены въ прямоугольникъ РЁ, 
слЪдовательно, въ силу «основного принципа», эти многоуголь- 
ники могутъ быть перекроены одинъ въ другой. 


Какъ уже было упомянуто, полная теор!я перекраиван!я 
фигуръ появилась только въ прошломъ столфт1и, но достоянемъ 
широкихъ математическихъь круговъ она стала лишь послЪ 
того, какъ была изложена знаменитымъ нфмецкимъ математи- 
комъ проф. Гильбертомъ, 

ПослЪдн!й обратилъь вниман!е на необходимость рЪфшить 
тотъ же вопросъ въ стереометр!и. Другими словами, предстояло 
выяснить, могутъ ли быть всяк!е два равновелик!е многогран- 
ника преобразованы одинъ въ другой путемъ разрЪзан1я ихъ пло- 
скостями и перекладыван!я частей. Ршить эту задачу удалось 
ученику Гильберта, Дену (Ревп). Результать получился довольно 
неожиданный: оказалось, что два равновеликихъ многогранника, 
вообще говоря, не могутъ быть преобразованы одинъ въ другой; 
это возможно только въ исключительныхъ случаяхъ (Денъ ука- 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. т. Ш, ч. 1. 12 
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залъ необходимыя и достаточныя услов!я перекраиван!я). Те. 
перь будетъ понятно, зачЪмъ понадсбилась столь непр]ятная 
ученикамъ «лЪстница» въ извЪфстномъ доказательствЪ равновели- 
кости пирамидъ. Многе, вфроятно, задумывались надъ во- 
просомъ: зачЪмъ здЪсь вводится понят!е о предфлЪфе ПослЪднее 
кажется намъ естественнымъ, когда рЪчь идетъ о кривыхъ 
линяхь и поверхностяхъ, потому что эти геометрическ!е образы 
мы мыслимъ, какъ предфлы прямолинейныхъ и плоскостныхь 
фигуръ. Но когда надо доказать равновеликость пирамидъ 
(съ равновеликими основанйями и равными высотами), почему бы 
нельзя было одну изъ нихъ разрФзать плосксстями такъ, чтобы 
изъ частей ея складывалась другая? 

Теперь, послЪ работь Дена, мы можемъ отвЪфтить на этотъ 
вопросъ (поскольку рФчь идетъ о доказательствЪ общаго слу- 
чая) отрицательно.—Это уже не первое изъ «полезныхъ разо- 
чарован!й», которыя принесла намъ современная математика. 
Достаточно упомянуть финалъ истор!и задачъ о квадратурЪ 
круга, трисекщи угла и т. п. Невозможность рЪшить (при по- 
мощи циркуля и линейки) эти задачи, поглотивийя до“ того 
столько энерГи выдающихся математиковъ, была обнаружена 
лишь въ ХХ в. Одинъ изъ величайшихъ математиковъ этого 
вЪка, Абель, кажется первый высказалъь сл6дующую простую, 
но необыкновенно плодотворную мысль: прежде чфмъ изощрять 
свою находчивость надъ рЪшенйемъ той или другой задачи, 
надо направить первыя усил1я на то, чтобы въ точныхъ выра- 
жен!яхъ формулировать задачу, т.-е. перечислить тЪ условия, 
при которыхъ мы будемъ признавать её рЪшенной, а затфмъ 
и выяснить, разршима ли она при этихъ условяхъ. 


Теорля геометрическихъ построен. 


Древнйе не выдфляли теор1и построен!й изъ остальной гео- 
метрической науки. У Эвзклида, на первыхъ страницахъ зна- 
менитыхъ «Началъ», рядомъ съ основными опредЪфлен1ями и 
акс1омами геометр!и помфщены три «постулата» (т.-е. «требо- 
ван!я»), имЪющ!е въ виду исключительно. геометрическ1я по- 
строенйя. Постулаты эти слфдующе. 

1. Требуется *), чтобы оть всякой точки ко всякой другой 
можно было провести прямую линю. 

2. И чтобы ограниченную прямую (отрЪзокъ) можно было 
продолжить неопредЪленно. 

3. И чтобы около всякаго центра можно было провести 
окружность произвольнымъ рад1усомъ. 

Съ простЪйшихь построен1й (равносторонняго треугольника, 
отрЪзка, равнаго данному ит. д.) начинается и [ книга «Началъ». 
Отсюда видно, что Эвклидъ придавалъ этимъ построен1ямъ не 
столько практическое, сколько теоретическое значен1е, раз- 
сматривая ихъ, какъ логическй матерй1алъ для послЪдующихь 
теоремъ. 

На практикЪ Эвклидовы постулаты 1—3 осуществляются 
при помощи двухъ инструментовъ-—циркуля и линейки—и въ 
этомъ смыслЪ могутъ быть названы «постулатами, опредфляю- 
щими средства построен1я». Удивительное обстоятельство— 
столь же необъяснимое, какъ и прозорливость, обнаруженная 
Эвклидомъ въ теор!и параллельныхъ линий (см. въ этомъ томЪ 


*) Текстъ постулатовъ приведенъ въ буквальномъ переводФ. 
12* 
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статью о неевклидовой геометр!и); выставивъ въ качеству 
основныхъ требован1й три «постулата построен1й», авторъ «На- 
чалъ» предвосхитиль самую новЪйшую точку зрЪн!я на этоть 
вопросъ, полагающую, что геометрическая задача на построе- 
не только тогда имфетъ смыслъ, когда указаны средства (на 
практик —инструменты) построен1я, при чемъ средства эти 
должны опредфляться особыми постулатами *). 


Но, можетъ быть, своими тремя постулатами Эвклидъ оказалъ 
и плохую услугу наук. Не его ли пбдавляющему авторитету 
(подвергшемуся критик лишь въ послЪфднее время) мы обязаны 
тфмъ упорствомъ, съ какимъ геометры въ течен1е столЪт!Й отка- 
зывались признать за «настоящее» всякое построенйе, ссуще- 
ствляемое иными инструментами, кромЪ’циркуля и линейки, и 
старались разрЪшить этими традицюнными средствами любую 
задачу на построене, тратя свои подчасъ ген1альныя усил!я 
на безнадежную, .какъ показала современная наука, работу? 
Чфмъ, напр., эллипсографъ `(приборъ, вычерчивающий эллипсы) 
въ практическомъ и теоретическомъ отношер1и хуже циркуля? 
Между тмъ, уже первые греческие геометры знали, что стоить 
ввести въ построен!е н$которыя простЪфйш1я кривыя, какъ 
мноНя неразрЬшенныя до того (и, какъ теперь выяснилось, 
неразръшимыя циркулемъ и линейкой) задачи уже не пред- 
ставляютъ никакихъ затрудненйй. Такъ, Менехмь (к. 300 л. 
до Р. Х.) зналъ, что знаменитая въ то время «Дел!йская задача» 
(объ удвсени куба; см. въ этомъ томф «Знаменитыя задачи 
древности») можеть быть ршена—и даже двумя способами— 
при помощи параболъ; ту же задачу Никомедъ (ок. 150 л. до Р.Х.) 
р$шилъ при помощи спешально имъ придуманной кривой-—такъ 
называемой «конхоиды», для вычерчиван1я которой онъ же 
построилъ инструментъ. Но признаемъ на время законнымъ 
недовЪр!е нашихъ предковъ къ кривымъ высшаго порядка и 
къ точности вычерчивающихъ эти кривыя приборовъ. Возьмемъ 
такой простой инструментъ, какъ сбыкновенная линейка (или 


*) Ср. В. Адлерь, «Теор!я геометрическихъ построен!й», русск. пер. 
въ изд. Ма{1ез!в, 1910; введен!е редактора стр. [—Х1Х. Мы горячо реко- 
мендуемъ это введен!е болЪфе подготовленному читателю. 


о 


полоска бумаги) съ двумя нанесенными на ней тонкими черточ- 
ками Ди В (см. черт. 158). Будемъ этой линейкой пользоваться 
не для проведен1я прямыхъ линйй, а напр., для такой операщи: 
имЪя на чертежЪ двЪ линйи (а) и (4), наложимъ линейку такъ, 
чтобы черточки и В (точнфе— концы этихъ черточекъ, прихо- 
дящ1еся на лезв!и линейки) 
упали соотвЪфтственно на ли- 
ни (а) и (8); такъ какъ это 
можно сдфлать, вообще гово- 
ря, многими способами, то 
остается МЪсто еще для допол- 
нительнаго услов1я, напр. что- 
бы линейка имфла данное 
направлен!е; чтобы лезвйе ея 
проходило черезъ данную точ- 
ку Оит. п. Чтобы выпол- ЗАННЕНЕ ИОЕЧИЕЫ: 
нить, положимъ,  послЪднее 
услов1е, поступаемъ такъ: при- 
кладываемъ линейку лезв1емъ 
къ точк5 0, а затЪмъ одновременно 1) сдвигаемъ линейку 
такъ, чтобы точка О все время оставалась на лезв!и, и 
2) вращаемъ ее около точки 0, пока не получится требуемое 
положен!е. 


Черт. 158. 


Подобная операщя, по справедливому замфчан!ю Адлера *), 
является ничуть не менфе точной, чЁмъ обычныя мани- 
пулящи съ линейкой, потому что, желая, напр., провести 
прямую черезь двЪ данныя точки, мы совмфщаемъ лез- 
ве линейки съ одной изъ точекъ, а затфмъ опять-таки 
вынуждены вращать линейку, пока лезв!е ея не пройдетъ 
черезь другую точку. — Есть основан!е думать, что уже 
Архимедъ (около 250 г. до Р. Х.) зналъ, что при по- 
мощи линейки съ двумя черточками можно рЪшить задачу 
о трисекщи (дфлене на три равныя части) угла, а Пла- 
тонъ (около 400 г. до Р. Х.) ум$лъ рЪшать упомяну- 


*) Стр. 122, См. предыдущ. выноску. 
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тую выше Делскую задачу при помощи гвухъ по- 
движныхъ наугольниковъ, какими часто пользуются чер- 
тежники. 

Весьма вфроятно, что подобныя построенйя примфнялись 
греческими математиками чаще, ч6мъ мы объ этомъ знаемъ. 
Такъ, средневёковый арабск И математикъ Альсинагри (Х в. 
по Р. Х.), въ сочинении, посвященномъ трисекци угла, го- 
воритъ о какой-то «подвижной геометр1и» древнихъ. Что 
Альсинагри разумфлъ подъ этимъ терминомъ, выясняется изъ 
слфдующихь его словъ, относящихся къ трисекщи угла: 
«..вопросъ, рЪшенный однимъ изъ древнихъ посредствомъ 
линейки и подвижной геометили, но который мы должны 
рЪшить посредствомъ неподвижной геометруи». «Одинъ изъ 
‚древнихъ», о которомъ говорить арабсюй математикъ, пови- 
димому, Архимедъ. 

Итакъ, поскольку рЪфчь идеть о практическихъ задачахъ 
геометрическаго черчен1я, приверженность къ циркулю и ли- 
нейкЪ не имЪеть подъ собой почвы. Обращаясь къ теорети- 
ческой сторонф вопроса, слфдуетъ, конечно, признать, чте 
нежелан!е вводить новый постулатъ является доводомъ серь- 
езнымъ. Но ошибка древнихъь именно въ томъь и заклю- 
чается, что они, вмЪсто такой широкой постановки вопроса— 
достаточны ли циркуль и линейка для построен1я встьхъ за- 
дачъ, или обращен къ новымъ средствамъ въ извЪстныхъ 
случаяхъ неизбЪжно?—изощряли свое остроум1е надъ рЬше- 
немъ отдБльныхъ задачъ традицюнными средствами. Въ на- 
стоящее время, трудами геометровъ ХХ столЪт!я, постав- 
ленный выше вопросъ рЪшенъ исчерпывающимъ образомъ, о 
чемъ рЪчь будетъ впослфдств!и. | 

Предварительно дадимъ бФглый обзоръ различныхъ средствъ 
соотвЪтствующихъ методовъ построенйя. 


^ 1. Построеня при помощи циркуля и линейки. 


Здфсь методы наиболфе разработаны, потому что по- 
строен1я этими средствами такъ же стары, какъ и сама геомет- 
ря. Обзоръ различныхь методовъ можно найти теперь во 
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многихъ элементарныхъ учебникахъ*), а тЪмъ боле въ сие- 
цальныхъь книгахъ**); мы ограничимся поэтому изложен1емъ 
главн-йшихъ и наиболфе важныхъ въ теоретическомъ отно- 
шен!и методовъ. 

Методъ геометурическихь мъсть можетъ быть примфненъ къ 
задачамъ, формулированнымъ такъ, что искомой является н$- 
которая точка. Пусть положен!е этой точки опредЪляется ря- 
домъ услов!й А, В, С,... независимыхъ другъ отъ друга (т.-е. та- 
кихъ, что ни одно изъ этихь усло не является слЪдств!емъ 
другихъ). Откинемъ теперь какое-нибудь услов!е, напр. А; 
тогда остальнымъ услов!ямъ В, С,... удовлетворяетъ уже не одна, 
а много точекъ (въ противномъ случаф условя В, С... сами 
по себЪ уже опредЪфлили бы положен!е искомой точки и усло- 
в1е А было бы ихъ слЪдствйемъ), образующихъ, вообще говоря, 
нЪкоторую лин!ю-—«геометрическое мЪсто точекъ, удовлетворяю- 
щихь услов1яхъ В, С,...». Равнымъ образомъ, если бы мы, вм$- 
сто А, откинули услов!е В, получилось бы другое геометрическое 
мЬсто точекъ, удовлетворяющихъ услов!ямъ А, С... Искомая 
тсчка, очевидно, должна лежать на пересфчен!и обоихъ геоме- 
трическихъь мЪстъ. : 

о Поскольку мы ограничиваемся Циркулемъ и линейкой, ме- 
тсдъ геометрическихь мЪсть иметь строго ограниченную об- 
ласть примЪнен!я — геометрическя мЪста, о которыхъ говори- 
лось выше, должны быть либо прямыми, либо окружностями. 
Напр. построен!е /\-ка по данному основан!ю, углу при осно- 
вани и суммЪ боковыхъ. сторонъ не можеть быть выполнено 
методомъ геометрическихь мЪстъ, такъь какъ пришлось бы 
строить эллипсъ. 

_ Метод подобзя. Пусть требуется построить фигуру, удовле- 
творяющую н$сколькимъ услов1ямъ. Положимъ, что, откинувъ 
одно услов!е, мы получимъ уже не одну, а безчисленное множество 
фигуръ, подобныхъ между собой и удовлетворяющихъ осталь- 
нымъ требован!ямъ. Строимъ любую изъ этихъ фигуръ, а затЪмъ 
увеличиваемъ или уменьшаемъ ея масштабъ (производимъ такъ 


*) Ср., напр., Ниселевь, Геометря. 
’**) На русск. яв.: цитиров. книга Адлера, Александрова, Петвуевнъ. 
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наз. «подобное преобразован!е») такъ, чтобы удовгетворялось 
и услов!е, первоначально нами отброшенное. Методъ подоб!я 
обыкновенно является наилучшимъ для ТЪхъ задачъ, въ кото- 
рыхъ одно только данное линейное (отрЪзокъ), а друг!я— 
угловыя или числовыя (отношен1я отрЪзковЪ, площадей). 


Алгебраическй методъ («приложен!е алгебры къ геометр!и») 
является наиболфе общимъ. Онъ основанъ на томъ, что всЪ дан- 
ныя геометрической задачи обыкновенно можно свести къ из- 
вЪстному числу данныхъ отрфзковъ или отношен1й отрЪзковъ. 
Напр., если данъ уголъ АВС, то можно считать, что дано отно- 


шен!е - отрфзковъ АС=Ьи ВС ==а, ггЪ АС ВС; если дана дуга 
я Е 


окружности, то можно принять данными рад1усъ ея и стягиваю- 
‚щую дугу хорду и т. п. Если те- 
перь обозначимъ данные отрЪзки 
буквами а; 6; с,..., а искомые бу- 
квами 2, у, 2... то, пользуясь 
`формулами геометр1и, можно (если 
только задача опредфленная) свя- 
зать величины а, В, с,... И т, У, 
2... Уравнентями въ числЪ, доста- 
точномъ для опредфлен!я величинъ х, у, г... РЬшивъ эти уравне- 
ня, найдемъ т, у, 2,... въ видЪ алгебраическихъ выражений, со- 
ставленныхъ изъ буквъ а, В, с,.... Если при этомъ полученныя 
алгебраическ1я выражен1я либо вовсе не содержатъ корней, либо 
содержатъ только квадратные корни (въ конечномъ числ), то 
отрЪзки х, у, #... могутъ быть построены, такъ какъ построен!е 
самой сложной формулы указаннаго типа можеть быть сведено 
къ послФдовательному построен!ю слфдующихьъ шести формулъ: 


о-Ь, а, ®, Ущ, Уяы, умы, 
с 


|. 
Черт. 159. Черт. 160. 


этому учитъ уже элементарная геометр!я. 

Алгебраичесюй методъ находить себЪ наиболЪе стройное 
и послБдовательное выражен!е въ методъ координат» (т.-е. въ 
аналитической геометр!и). Прим нен{е его основывается на томъ, 
что всякая задача на построен!е можетъ быть сведена къ такой; 
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«Даны точки А, 4..... 4,; требуется построить точки Ху, 
Х.,... Х», связанныя съ данными точками нфкоторыми услов!ями». 

Что такая формулировка задачи является наиболЪе общей, 
въ этомъ легко убфдиться, разобравь нЪсколько основныхъ 
случаевъ; напр., если данъ отрЪзокъ прямой, то это равносильно 
тому, что даны концы его; уголъ опред$ляется взаимнымъ рас- 
положенемъ трехъ точекъ-—-вершины и двухъ точекъ на каждой 
изъ сторонъ; дуга окружности также опредфляется тремя точ- 
ками—концами дуги и центромъ окружности ит. п. Если теперь 
возьмемъ въ плоскости чертежа координатныя оси, то координаты 


(ат, Ь,), (аз, о), ...(а„, Ь ) ...(1) 
точекъ 4;, 4,,...4,„ будутъ данными, а координаты 


(та, У1), (т, Уз),..-(5„› Ут)... (2) 


точекъ Х.,Х,,...Х„-—искомыми. Остается связать числа (1) и (2) 
при помощи 2т (таково число неизвЪстныхъ координать) урав- 
нен!й и рЪФшить эту систему уравнен!й. Если задача вообще 
разршима при помощи циркуля и линейки, то этотъ путь 
несомннно приведетъ къ цфли. 

На практикЪ обыкновенно не бываетъ надобности приводить 
всякую задачу къ упомянутой общей ‘формулировк$ (т.-е. раз- 
сматривать всф данныя задачи, какъ координаты точекъ}, ко- 
торой мы воспользовались только для изложен!я метода въ наи- 
болЪе общемъ видЪ.—Въ качествЪ примфра рфшимъ методомъ 
координатъ слфдующую задачу *). 


ПримЪрьъ. Дань уголь АВС и двю точки: МЫ—внь угла и М—на 
одной изъ его сторонь (ВС 7; туебуется на другой сторонь (АВ) угла найти 

*) Мы считали лишнимъ иллюстрировать примфрами методы геометри- 
ческихъ ифстъ, подоб1я и обыкновеннаго приложен{я алгебры къ геометрии, 
т. к. таке примфры читатель легко найдетъ въ элементарныхъ учебникахъ.— 
Приводимая въ текстЪ задача имфетъ ифлью дать примфръ того, какъ при 
пользован!и методомъ координатъ, ходъ ршен!я получается естественный; 
единственный произволъ проявляется въ выбор координатныхъ осей, но 
и при иномъ выборЪф планъ рЪшен!я былъ бы тотъ же, усложнились бы 
только формулы. Чисто геометрическое рЪшен!е той же задачи (см. въ этомъ 
том$ «Задачи на построене») хотя и быстрЪе приводитъ къ цфли, но зато 
страдаетъ искусственностью, 
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такую точку Х, чтобы сторона ВС отськала оть угла МХУ фовнобебренный 
треугольник МХУ (МХ=ХУ). 

` Рьъшен1е. Возьмемъ въ качествЪ прямоугольныхъ осей координать 
прямую ВС и перпендикулярную къ ней прямую МД. Тогда косрлинаты 
точекъ М, Ш, В, М будуть соотвфтственно 


(0, 0), (0, а), (—, 0), (с, —9), 


гдЪ а, В, с 4извЪстныя, въ силу услов!яЯ, длины отрфзковъ М/,, МВ, 


МЕ, МЕ. Обсзначая координаты искомой точки Х черезъ хи У, выразимъ, 
что эта точка лежитъ на прямой 
ВА; уравнен!е послфдней напи- 
`сать не трудно, зная отр%зки, ко- 
торые эта прямая отсЪкаеть на 
осяхъ координатъ; имЪемъ: 


- 
Е. ..(3) 

` Остается выразить аналити- 
. чески, что ЛАМХУ равнобедрен- 
ный, т-е. что ХМУ= { ХУМ. 
Это равенство показываетъ, что 
прямыя. МХ и УХ образують 
съ положительнымъ направленшемъ оси МС углы СМХ и СУХ, вза- 
имно дополняющ!е другъ друга до 180°, а въ такомъ случаф угловые 
коэффишенты этихъ прямыхъ равны по абсолютной величинЪф-и противо- 


`° Черт. 161. 


| ель т 
положны по знаку. Угловой коэффищенть прямой МХ есть -, а для пря- 


мой ХУ (вычисляемъ по координатамъ точекъ Хи М): уе слЪд.. 
а 
уе. ...(4) 


РЬшая совмЪстно уравненйя (3) и (4), получимъ для х квадратное урав- 
нене р | 
24а1--1(24--4—а6)—@=0, ...(5) 
имъющее вещественные корни: одинъ отрицательный, который, какъ видно 
изъ чертежа, не годится, а другой положительный, который и дастъ абсциссу 
искомой точки Х. 


2. Построен!я посредетвомъ линейки *®) (11тейнеровы построения). 


*) Точнъе—«посредствомъ проведен!я однфхъ лишь прямыхъ лин!й», 
т. к. линейка служитъ для этой цфли только при черчен!и на бумаг, а въ 
геодев!и, напр., прямыя лини строятся при помощи другихъ инструментовъ. 
Однако мы и въ дальн®Ишемъ будемъ говорить иногда, для сокращен!я 
рфчи, о построенйяхъ чпосредствомъ линейки», понимая’ это выражене 
въ указанномъ смыслф. 
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Возродившаяся въ конц ХУПТ вфка синтетическая гео- 
метр!я *)' привлекла вниман!е математиковъ къ учен!ю о пучкахъ 
прямыхъ лин, иначе говоря,-—къ тфмъ соотношен1ямъ между 
прямыми, которыя проистекаютъ изъ взаимнаго располо- 
жен!я послфднихъ. Было замфчено, что нфкоторыя задачи на 
построене могутъ быть рЪшены путемъ проведенйя однфхъ 
только прямыхъ лин!Й, т.-е. безъ помощи циркуля. Правда, 

такомъ добровольномъ ограничен!и, рЪшен!е многихъ за- 
дачъ усложнялось-—и иногда даже очень значительно,—но зато 
новый методъ имфлъ несомнфнное преимущество въ тЪхъ слу- 
чаяхъ, гдъ построен!е требовалось произвести не на бумаг, 
а въ естественномъ большомъ масштабЪф—напр., при геодезиче- 
скихъ работахь. Съ практической стороны, новыя изслБдован!я 
имфли поэтому въ виду инженеровъ и землемФровъ. 

ПримЪръ. Даны деъ прямыя 
4-4, точка переспченя которыть не- 
доступна {напр., находится внъ листа, 
предоставленнаго для чертежа). Чефезь 
даннузо. точку М провести прямую, ко- 
торая при достаточномь _ продолжении. 
прошла бы через недоспутную точку 
пёрестченя прямыть 4 м а. | 

РЪшен!е. Черезъ точку М 
проводимъ двЪ произвольныя прямыя 
ММ: и РР,. Изъ точки 5, встрфчи пря- 
мыхъ РМ, и МР., проведемъ нъ пря- 
мымъ (и 4, сЪкущую 5001. Если те- 
перь точку М’ пересфчен1я прямыхъ 
ОМ, и РФ; соединимъ съ точкой М, 
то полученная прямая ММ, будетъ Черт. 162. 
искомой. — Доказательство непосред- 
ственно вытекаетъ’ изъ творемы 'Пап- 
па о полномъ четыреугольникЪ (ом, статью «Проективная геометрая®). 

Однако циклъ задачъ, которыя могуть быть рьшены подобно 
предыдущей, сравнительно невеликъ; напр., такая элементар- 
ная задача, какъ раздЪлене пополамъ даннаго отрфэка, уже не 
можеть быть ршена этими средствами, | а 


5 


`*) См. въ этомъ томф отатьи «Изъ нотор!и геометр!иь и «Проэктивная 
гбометр!я». 
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Германск!Й математикь Штейнеръ, которому и принадле- 
жить окончательное рфшен!е вопроса о построен1яхъ иоМощью 
линейки, показалъ, что кругъ задачъ, разрЪшимыхъ путемъ 
проведен!я однфхь только прямыхъ лин, сразу расширяется, 
если въ плоскости чертежа даны (Начерчены) нЪкоторыя вспомо- 
тательныя фигуры. 

Такъ, напр., если. въ плоскости Чертежа даны двЪ параллельныя 
между собою’ прямыя 4 и ‘41, то упомянутая вышё задача о раз- 
дЪленйи пополамъ от- 
рфзка легко рЪшается 
для отрфзка АВ, ле 
жащаго на одной изъ 
данныхь прямыхь (4). 
ДЪйствительно, — возь- 
мемъ внф прямыхъ 4и 4, 
произвольную точку 8 и 

к. соединимъ ее съ концами 
Черт. 163. ‘отрЬзка АВ. Пусть пря- 

ы мыя ВА и 5В пересВ- 
каютъ прямую 4, въ точкахъ Аи 5. Проведя въ трапеши АВВ,А, 
щагонали и соединивъ ихъ точку пересЪчен!я О съ точкой 5, по- 
лучимь прямую 50, которая раздЪлитъ отрЪзокъ АВ (въ точкЪ 
М) пополамъ. Въ самомъ дЪлф, прямыя ВА, ЭВМ и БВ отсЪка- 
ютъ на параллеляхъ фи 4, прямо-пропорщюнальныя части: 


‚ АМ _А,М, 
МВ М.В: 
а прямыя ОД, ОМ и ОВ—обратно пропоршональныя 
АМ _ М.В, 
МВ о А.М,’ 


| : АМ* 
Перемножая эти дв пропорши, найдемъ а — |, откуда 


АМ=мМВ. 

Обратно, если въ плоскости чертежа данъ отрфзокъ АВ, 
раздфленный пополамъ въ точкф М, то этого достаточно для 
того, чтобы можно было при помощи линейки черезъь любую 
точку 41, лежащую внф прямой АВ, провести къ посл$дней 


параллель; такъ какъ точки А, М, Ви А 
(черт. 163) прямыя АД,, 
Во, *) и ВА,, а затЪмъ по- 
сл  довательно — ©5М, 
АОВ,, и, наконецъ, пря 
мую А,В,,которая будетъ 
искомой. 

Штейнеръ` посл$дова- 
тельно принимаетъ за вспо- 
могательную фигуру, дан- 
ную въ плоскости чер- 
тежа, 1) пару параллелей, 
2) двЪ пары параллелей 
(т.е.  параллелограммъ), 
3) квадратъ, и, наконецъ, 
4) окружность, начерчен- 
ную въ плоскости вмЪстЪ 
со своимъ центромъ. При 
переход отъ одной вспомо- 
гательной фигуры къ дру- на 
гой въ томъ порядкЪ, въ какомъь мы ихь перечислили, 
циклъ задачъ, допускающихь рфшене при помощи прове- 
ден1я однЪхъ только прямыхъ лин!й, постепенно расширяется— и, 
наконецъ, въ случаЪ 4) становится разрЪъшимой всякая задача, 
которая допускаеть рфшен!е при помощи циркуля и линейки; 
другими словами, при производствъ постфроенй, можно отка- 
заться отз циркуля, если въ плоскости чертежа дана окруж- 
ность со своимь центромъ. Эта теорема, высказанная, въ ка- 
честв5 предположен1я, французскимъ геометромъ Понселе, 
была доказана спустя десять лФтъ Штейнеромъ въ его клас- 
сической работъь «Ге реотеёизсНе КопзгисНопеп, ‚ ацз- 
веРАВтЕ. т е!1$ ег Сега4еп ще ип@ ештез 4езеп Куте!- 
зез» (1833). | 


Б1ограф!и ‹ обоихь ‘упомянутыхь геометровъ представляются _на- 
столько исключительными, что ааа быть отмфченными. —Понселе 


Яковъ Штейнеръ. 
(1796—1863). 


*) Точка 5 берется произвольно на прямой АА.. 


въ 1812 г; очутился въ рядахъ Наполеоновской арм!и, совершавшей нзд- 
шеств!е на Росс ю. ПослЪ разгрома этой арм1и, молодой офицеръ Понселе, 
въ качеств военноплЪннаго, попалъ въ глухую русскую провинщю, на- 
столько отрЪзанную отъ всего культурнаго м!ра, что память о будущемъ 
ученомъ была утеряна, и соотечественники считали его погибшимъ. Полпу- 
нишИй, забытый всЪми, окруженный людьми, не понимавшими его языка, 
Понселе находилъ единственное утфшен!е въ занят!яхъ математикой, ко- 
торой онъ уже давно увлекался. Но какъ было заниматься, не имЪя подъ 
рукой ни одной книги, хотя бы элементарнаго учебника, испытывая порой 
недостатокъ даже въ письменныхъ принадлежностяхъ. Однако, страстная 
любовь къ математикЪ и талантъ побфдили всЪ пренятств!я; Понселе при: 
нялся возстановлять на память всю элементарную геометр1ю, затфмъ по 
обрывочнымъ воспоминан!ямъ возстановиль—точнфе, вновь открылъ— 
многое изъ того, что было сдЪлано его предшественниками въ болЪе спе- 
щальныхъ областяхъ; однимъ словомъ, самъ написалъ для себя необходимую 
справочную библ!отечку. Въ этомъ безплодномъ, казалось бы, трудЪ окрфпъ 
гей молодого математика и зародились тЪ идеи, которыя сдЪлали его 
однимъ изъ творцовъ новой синтетической геометр1и. ПослЪ нЪсколькихъ 
л$тъ невольнаго изгнан!я Понселе получилъ возможность вернуться на 
родину и, опубликовавъ свои открыт!я, сразу привлекъ внимане математи- 
ческаго м!ра. | 
Современникъ Понселе,. Як. Штейнеръ, родился` въ бемьЪ швейцарскаго. 
крестьянина. 19-ти лЪть оть роду будущий профессоръ Берлинскаго`универ- 
ситета не умЪфлъ еще писать. Въ этомъ возрасть Штейнеръ попадаетъ въ 
школу знаменитаго педагога Песталоцци, который обращаетъ вниман1е 
на выдаюцйяся математическ!я способности молодого крестьянина. ВскорЪ 
Штейнеръ становится учителемъ математики въ той самой школЪ, гдЪ 
недавно быль ученикомъ. Въ то же время Штейнеръ усиленно пополняетъ 
свой математическ1!й загасъ, хотя неотступная матер!альная нужда не 
позволяетъ ему заниматься систематически. Этимъ послЪднимъ обстоятель- 
ствомъ, вфроятно, объясняется то, что 25-льтщцй. Цейнеръ, прибывъ въ 
Берлинъ, чтобы подвергнуться экзамену на зван{е учителя гимназ!и, обнару- 
живаетъ, по отзывамъ испытательной комисс!и, хорош!я познаня въ гео- 
метр\и, но по алгебр не знаетъ дальше квадратнаго уравнен1я, а по тригоно- 
метр!и у него мало навыка. Но, какъ и въ случаЪъ съ Понселе, никак я 
нрепятствя не могли задержать торжества истиннаго таланта; черезъ 12 льтъ 
послЪ неудачнаго экзамена Штейнеръ стайовится профеосоромъ Берлпинскаго 
университета и завоевываеть оебЪ европейски-иавъстное имя. — Печать 
поэдняго и односторонняго развит1я лежитъ на произведеняхь Штейнера; 
въ своемъ изложен!и онъ тяготФетъ къ элементарнымъ методамъ и въ гео- 
метр!и избфгаетъ анализа. Но именно это обстоятельство дЪълаетъ н5фкоторыя 
сочинен1я Штейнера доступными даже для малоподготовленнаго читателя; 
упомянутую въ текстЪ небольшую книжку (есть руссай переводъ: Якобь 
Шзтейнерь, Геометрическмя построен1я, подъ ‚ред. проф. ДЦ. М. Синцова, 
Харьковъ, 1910 г.) пойметъ у насъ ученикъ старшихъ классовъ гимнази. 
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Основная идея Штейнерова цоказательства заключается вь 
слъдующемъ: какъ бы сложно ни было рЪшеше задачи при по- 
мощи  циркуля.и линейки, оно всегда сводится къ повтор- 
ному примнен!ю нЪсколькихъ основныхъ построен! йЙ; остается 
доказать—и это сдЪлано Штейнеромъ—что основныя построен1я 
могуть быть выполнены и при указанномъ ограничен!1и въ 
средствахъ.—Можетъ показаться, что Штейнеровы построен!я 
всегда. сложнфе обычныхъ. Отвфтимъ на это словами самого 
Штейнера («Геометрическя построен{я»; стр. 76—78 русск. пер.): 

«Традицюнная, перешедшая къ намъ отъ древнихъ, манера, 
по которой задача считается рЪшенной, какъ только указано, 
какимъ образомъ привести ее къ другимъ, ране разсмотръннымъ 
задачамъ, очень мшаетъ сужден!ю о томъ, чего требуетъ полное 
ея рьшен1е. Поэтому-то и случается, что такимъ образомъ часто 
указываются построен!я, отъ которыхъ мы бы скоро отказались, 
если-бы были поставлены въ необходимость в дъйствительности 
точно выполнить все, въ нихь заключающееся, потому что мы 
навЪрное скоро убЪдились бы, что выполнить построене на дл, 
т.-е. съ инструментами въ рукахъ, и выполнить ихъ, если 
можно такъ выразиться, только языкомъ-—совсЪмъ различныя 
вещи. Очень легко сказать: я дфлаю то, потомъ другое, затфмъ 
третье; но трудность—и въ изв$стныхъ случаяхъ, можно сказать 
невозможность дЪйствительнаго выполнен!я построенйй, которыя 
въ высокой степени сложны, требуетъ, чтобы для каждой пред- 
ложенной задачи было точно опред$лено: какой изъ различ- 
ныхь пр!емовъ является наипростфйшимъ при выполнен!и всЪхъ 
построен!й*), или какой пр!емъ является самымъ цлесообраз- 
нымъ при частныхъ обстоятельствахъ, и сколько изъ того, что 
языкъ н$сколько поспфшно выполняетъ, можно устранить, 
если намъ важно избавить себя отъ всякаго лишняго труда, или 
достигнуть наибольшей точности или, по возможности, сберечь 
эпюръ (бумагу), на которомъ мы чертимъ... Что рфшен!е пред- 
шествующихь задачь можеть казаться н$Фсколько длиннымъ, 
не должно еще отпугивать отъ настоящаго метода; если и въ обык- 


*) ЗдЪсь Штейнеръ касается вопроса, изслЪдован1емъ котораго зани. 
мается недавно возникшая отрасль геометр!и—такъ называемая «геометро- 
граф1я» (учеше о простьйшихъь построен!яхъ). 
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новенной геометр!и мы на дЪлЪ выполнимъ построен1я, которыя 
требуются для ршен!я сложной задачи, то, какъ было уже ска- 
зано, мы скоро увидимъ, что и тамъ многое совсЪмъ не такъ 
просто, какъ это кажется, когда все выполняется только на сло- 
вахъ. И я убфдился, что настоящимъ методомъ, при трудныхъ 
на первый взглядъ задачахъ, мы получаемъ даже так!я простыя 
р5шен!я, которыя всфми возможными вспомогательными сред- 
ствами не могутъ быть сд$ланы ни короче, ни удобн$е»... 

Какъ бы въ подтвержден!е этихъ словъ, современникъ Штей- 
нера, Штаудть рьшилъ помощью линейки одну изъ труднЪй- 
шихь задачь геометр!и--построен!е правильнаго 17-угольника. 


3. Построеня посредствомъ циркуля. *) (построенля Маскерони). 


Два рода мотивовъ заставляли геометровъ заниматься по- 
строен1ями при помощи ограниченныхъ средствъ. Съ одной сто- 
роны-—понятный . теоретическ!й интересъ, съ другой—нужды 
практическаго черчен1я. и геодез!и. Мы уже говорили, въ какомъ 
отношении къ послфднему мотиву стоять построения Штейнера; 
они предназначаются. для тфхь ‘случаевъ, ГДЪ неограниченное 
пользован{е циркулемъ представляется практически неудобнымъ. 
Однако, есть построен1я, для которыхъ линейка является не- 
достаточно точнымъ инструментомъ; это тЪ тонюе чертежи, 
производящеся въ неболышомъ масштабЪ и требующе особой 
точности, съ какими приходится имфть д$ло оптикамъ и изгото- 
вителямъ астрономическихъ инструментовъ. Опытнымъ и теорети- 
ческимъ путемъ было установлено, что циркуль представляетъ 
собой болЪе точный инструментъ, чфмъ линейка. Для того, чтобы 
дать читателю представлен!е о несовершенствЪ линейки, какъ 
точнаго инструмента, приведемъ одно изъ многихъ соображений. 
Точки, съ которыми приходится имфть дЪло при черчён!и явля- 
ются, Конечно, не геометрическими, а физическими, имфющими 
нЪкоторое протяжен{!е (это видно, напр., при разсмотрЪн!и 
въ микроскопъ); положимъ для простоты, что точки имЪють 


*) Точнъе—чпосредствомъ проведення однфхъ лишь окружностей». 


9 = 


форму круговъ. Соединяя дв таюя точки Аи В (см. черт. 164) 
посредствомъ линейки, мы можемъ придать послЪдней не одно, 
`а безчисленное множество положен!й, предфлы для которыхъ 
намфчаются двумя внутренними касательными къ кружкамъ- 
точкамь Аи В. Расхожден!е этихъ касательныхъ при прочихъ 
равныхъ услов1яхь тфмъ больше, чЬмъ ближе другъ къ другу 
соединяемыя точки. Если раз- 
стояще между точками Аи В —— = 
невелико, а съ прямой АВ Ё ь 
приходится имфть дфло въ от- Черт. 164. 
даленныхь ея частяхъ, то 
ошибка можетъ получиться значительная. Это и друпя по- 
добныя соображен!я побудили итальянскаго математика Ма- 
скерони заняться вопросомъ о томъ, насколько примфненйе ли- 
нейки является неизбЪжнымъ въ гесметрическихъ построен!яхъ. 
Результатъ, полученный Маскерони и опубликованный имъ въ 
объемистомъ трудЪ «Геометр!я циркуля» (Сеотпейна 4е] сотпраззо, 
1797), былъ довольно неожиданный; оказалось, что обойтись безъ 
линейки можно при рЪшен1и всякой задачи, если только она раз- 
р$Ьшима посредствомъ циркуля и линейки. Пользован!е линейкой 
обыкновенно позволяетъ упростить построен!е, но мы всегда 
можемъ ограничиться однимъ только циркулемъ. ПослЪдн!й 
является, такимъ образомъ, болфе могущественнымъ средствомъ 
построен1я, чфмъ линейка, пстому что, какъ мы видфли, циклъ 
задачъ, разрЪшимыхъ посредствомъ одной только линейки (безъ 
вспомогательныхъ фигуръ) весьма ограниченъ. 
НижеслЪдующ!я задачи имЪфють цфлью дать представленйе 
о томъ, какь выполняются проспмьйшля Маскеронлевы по- 
строен1я. Для яснаго пониманя ИХЪ необходимо ПОМНИТЬ, 
что единственной законной операшей для насъ теперь яв- 
ляется описыван!е окружностей. Правда, мы будемъ го- 
ворить и о прямыхъ, но исключительно при доказательств$, 
въ построенйи же он участвовать не должны. Для того, 
чтобы оттнить то обстоятельство, что окружности нами дЪй- 
ствительно проводятся, а прямыя нужны только для доказа- 
тельства правильности построеня, мы будемъ обозначать по- 
слфдн!я на чертежф пунктиромъ. 


‹ 
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Примёръ 1. Удвоить отривокь (АВ), заданный своими зиечными 
точками. 

Эту задачу надо понимать такъ: даны двЪ точки Аи 1; «ребуется по- 
строить точку С, лежащую на прямой АВ (послфднюю мы, за отсутств1емъ 
линейки, начертить не можемъ—и въ этомъ вся трудность задачи) такъ, 
чтобы ВС=АВ. 

РЪшен1е, Описываемъ окружность В(А)*). 

А | Затфмъ, не измфняя все время ра- 
нь створа циркуля, изъ точки А, какъ 

изъ центра, дЪлаемъ на окружности В(А) 

засЪчку - 41, изъ -точки Л: засфчку 

А. и; наконецъ, изъ точки А,--засфчку, 

С Которая дасть искомую точку С. Въ 

А |: Зо Г самомъ ДЪлЛЪ, хорды АД,, А.А», 4»С, 

ны будучи равны ‘рад!усу окружности В(А), 

-суть послиовательныя стороны впи- 

ПАС ‹ саннаго въ эту‘окружность шестиуголь- 

ника, слфдовательно, прямая. АВС есть Шаметръ, откуда и вытекаетъ. 
правильность построен1я.. 

Задача 2. ‚ Раздьлить пополамь отривокь, ( АВ }, данный своими во- 
нечными точками. 

РЪшен1е. Удваиваемъ отрЬзокъ АВ, т.-е. строимъ точку С, какъ 
указано въ предыдущей задач% (см. черт. 165; 

на черт. 166 это построен!е не воспроизве- 
дено). Описываемъ окружности С(А) и А(В)}; 
пусть онЪ пересЪкаются въ точкахъ Ди Ш.. 
Если теперь проведемъ окружности Г(А) 
и 0,(4А), то онЪ пересЪкутся, кромЪ точки 
А, еще въ одной точкЪ М, которая и будетъ 
искомой.—Въ самомъ дЪлЪ, точка М лежитъ 
на прямой АВ, готому что она—такъ же, 
какъь и точки А и В—равно отстоитъ отъ 
концовъ отрфзка ОП, (слЪд., всЪ три точки 
А, Ми В лежать на перпендикулярЪ, про- Черт. 166. 
ходящемъ черезъ средину ОП;,). Сравнивая. 
теперь равнобедренные треугольники САР 
и РАМ, замЪчаемъ, что уголь ДАМ у нихъ общ, слЪдовательно углы 
при основанйи въ томъ и другомъ треугольникЪф одинаковые и треуголь- 
ники подобны. Но въ треугольник САГ основан!е (АД) вдвое меньше 
боковой стороны (АС), слЪфдовательно и въ треугольникь РАМ 


1 
АМ=5 АР. 


Черт. 165: . 


*) Такимъ символомъ мы вездЪ въ дальнфйшемъ будемъ обозначать 
окружность, описанную изъ В, канъ изъ центра, и проходящую черезъ А. 


НЫ 


Замфчая, что А)=АВ, нм] емъ: 
АМ-5АВ. 


-чЪмъ правильность построен!я доказана. 
Приведемъ примфръ болЪе сложной задачи. 


Задача 3. Построить сторону правильнаго десятиугольника, вписан- 
наго вь данную окружность О(А). | 

РЪшенте. Принявъ А за одну изъ вершинъ правильнаго вписаннаго 
въ окружность О(А) шестиуголь- 
ника, намфчаемъ, путемъ послЪдо- 
вательныхъ засфчекъ (ср. зад. 1), 
еще четыре вершины В, С, О, Е. 
Проводимъ дуги окружностей А(С) 
и Б(В)— пусть онЪ пересфкутся въ 
точкЪ Р. Изъ прямоугольнаго тре- 
угольника ОДР, въ которомъ АО= 
—=7, АР (=АС, т.-е. сторон% пра- 
вильнаго вписаннаго  треуголь- 
ника) =гУЗ, найдемъ: 


ОЕ=У АЕ?. -ОА2=У Зт2—т2=ту 5. 


Если теперь изъ точекъ Си Е 
рад1усомъ, равнымъ ОЁ==тУ 2, опи- 
шемъ окружности, пересЪкающ!яся 
въ точкЪ (, то отрфзокъ ОС (пра- 
вильнфе— пара точекъ О и С, опре- 
дЪляющихьъ этотъ отрфзокъ) дастъ | 
намъ искомую сторону десятиугольника. ДЪйствительно изъ прямоугольнаго 
треугольника С@Н, въ которомъ Св=тУ2, СН=ЧиУЗ, заключаемъ: 


вн] све—снз= 23 2 — 5 У =: 


съ другой стороны, ОН (апоеема правильнаго вписаннаго треугольника) 


Черт. 167. 


= 57, сл довательно: 


11/1 Уф 
0в=5 Иь-, >—, 


а это и есть извфстное выражен!е стороны десятиугольника. 


4. НЪъкоторыя друпя средства построемя. Построен1я 
'Штейнера и Маскерони осуществляются при помощи все тЪхъ 
13: 
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же двухъ традицюнныхъ инструментовъ — циркуля и линей- 
ки*) — но только съ ограниченйемъ относительно гользован]я 
однимъ изъ нихъ. Между ТЬМь нЪтЪ основанйй, какъ мы уже 
говорили, отказываться отъ. употребленя другихь инструмен- 
товъ, столь же точныхъ и полезныхь.—Переходя къ разсмо- 
трню этихь инструментовь, мы вынуждены ограничиться 
краткимъ (и потому непоянымъ); обзоромъ. 

Двусторонняя линейка, т.-е. линейка съ строго параллельными 
краями, изъ которыхъ каждый приспособлень для проведен!я 
прямыхъ лин —При помощи такой линейки мы можемъ, сверхь 
обычныхъь операцщй съ односторонней 
линейкой, проводить въ любыхь на- 
правлен!яхь пары параллелей, отстоя- 
щихь другъ оть друга на одномъ и 
‘томъ же разстоян!и, равномъ ширинЪ 

Черт. 168. линейки. КромЪ того, имЪя двЪ точки 

Аи В, отстоящя одна отъ другой не 

меньше, чфмъ на ширину линейки, мы можемъ (двумя спосо- 

бами—какъ показано на черт. 168) помстить послЪднюю такъ, 

чтобы параллельные: края- линейки проходили черезъ данныя 
точки Ди В. 


<. 


ПримЪръ. Кь данной пря- 
мй (АВ) въ данной ея точкь (С) 
вовставить перпендикулять. 

РЪъшен!е. Пусть ОО’ ка- 
кая-нибудь прямая, проходящая 
черезъ точку С. Прикладывая ли-` 
нейку къ прямой ОО’ сначала съ. 
одной, а потомъ съ другой стороны, 
проводимъ прямыя ЕЕ’и РГ’, от- 
стояш!я отъ прямой ОО’ на ши- 
рину 4 линейки. Теперь помфстимъ 
линейку такъ, чтобы она. прохо- 
дила однимъ нраемъ черезъ ‘точку Черт. 169. 
С, а другимъ—черезъ точку М (въ 
которой пересЪкаются прямыя АВи ЕЁ’), и пусть прямая, проведенная 


*) Точнфе—односторонней линейки», т.-е. линёйки, У которой только 
одна сторона (лезв!е) приспособлена для. проведення прямыхъ линй.— 
Смыслъ этого замфчан!я станетъ яснымъ, когда мы познакомимся съ упо- 

реблен!емъ «двусторонней линейки». 


и бы 


вдоль линейки черёзъ точку М, пересЪкается съ РГ” въ точк® К; прямая (/Х 
будетъ искомымъ перпендикуляромъ. Это слФдуетъ изъ того, что парал:- 
лелограммы, заштрихованные на чертежЪ, суть ромбы; дагонали СМ и СХ 
дЪлятъ пополамъ смежные углы этихъ ромбовъ, а потому взаимно-перпенди- 
кулярны. 

Замфтимъ еще, что при помощи двусторонней линейки легко 
выполняются всЪ Штейнеровы построен1я, предполагаюция, 
что въ плоскости чертежа данъ параллелограммъ; послфднИ!й легко 
начертить, помфщая линейку послфдовательно въ двухъ поло- 
жен!яхъ, какъ показано на черт. 168. — 

Наугольникз—обыкновенно модель прямого угла, сдфлан- 
ная изъ твердаго матер1ала,—позволяеть непосредственно рЪ- 
шать слБдующ!я задачи: 

1) черезъ данную точку, лежащую внЪ (точка 4 черт. 170) 
данной прямсй (4) или на ней (точка 4’) провести ‘перпендику- 
ляръ къ этсй грямсй; =: 


& ых 


- 


Черт. 170.- ат. Черт. 171. _ —- 


ыы 


2) на данной лин!и (1) найти -точку`ш, изъ которой данный 
отрфзокъ АВ виденъ подь‘прямымъ угломъ (черт. 171). 

Для проведен1я ‘прямыхъ: линЙ можно пользоваться одной 
изъ сторонъ наугольника или односторонней линейкой. 


Примф$ръ. Раздюлить пополамь 
данный отрюзокь (АВ). . `. р: 
Ръшен1е. При помощи науголь- 
ника строимъ’ послЬдовательно прямые 
углы ВАО, АВС, ВСП (С—произвольная 
точка на перпендикулярф, вовставлен- 
номъ къ. АВ изъ конца В), Соединяя А — д ы 
съ Си Всъь О, получимъ точку О—центръ Пе м | о 
прямоугольника АВОД. Теперь остается `. Черт. 172. 
изъ точки О опустить перпендикуляръ .' | | 
ОМ на АВ, для чего достаточно приложить наугольникъ одной сторо- 
ной къ АВ такъ, чтобы другая сторона прошла черезъ 0. 
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объ приведенныя выше обновныя задачи 1—2, для "орыхь 
наугольникъ даеть непосредственное рЬшен!е, могуту, быть р\- 
шены, какъ извЪстно, также циркулемъ и линейкой. Сл дова-. 
тельно, пользуясь наугольникомъ, мы не выходимъ изь круга 
задачь, разрьшимыхъ этими двумя инструментами. Отсюда, 
однако, было бы поспфшно заключить, что той же «мощностью» 
обладаютъ два наугольника; напротивъ, какъ уже было сказано, 
посредствомъь двухъ наугольниковъ можно, напр., РЫШить 
Дел!йскую задачу (объ удвоен1и куба), недоступную для циркуля 
и линейки. 


‹ 


Линейка ( о оиовонияй ). м эталон длины. Подъ эталономъ 
длины разумфють инструменть, позволяющ на данной пря- 
мой отъ данной точки отложить отрзокъ нёкоторой постоянной 
длины (для этой  цфли можеть. служить, напр., полоска бумаги 
опредленной длины); по- 
этому эталонъ называють ина- 
че «переносителемъ отрЪзка». 


ПримЪръ. Данный уголь 
(АВС) разделить пополамь. 

‘Рьшен1е. На сторонахъ 

` угла отъ вершины В откладываемъ 

посредствомъ. эталона по два раза 

те ‚длину а. Если теперь проведемъ 

он "Ийряйыя `ЕРи РБ, служаня меща- 

<. Черт; 173; . -- `` нами. треугольника: ВСЕ, то черезъ 

„. точку ихъ пересЪчен!я пройдетъ и 

третья. мещана ВО, которая, въ 

силу равнобедренности треугольника ВСЕ, будетъ въ то же время искомой 

биоректриссой, 


< 'Такъ какъ перенесен{е отрЪзковъ (и даже` отрьзковъ какой 
год длины} можеть быть выполнено при помощи циркуля, 
тс комбинашя 4линейка--эталонъ» не можетъ оказаться могу- 
щественнёе комбинаШи . члинейка-"циркуль». . 


Подробное изслдован!е обнаружило, что первая комбинащя 
дЪйствительно уступаетъ второй; напр., посредствомъ линейки 
и эталона не можеть быть построенъ прямоугольный треуголь- 
никъ по гипотенузВ и катету. 
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Существуютъ боле сложные инструменты, имфюц/я иълью 
непосредственно выполнять то или иное изъ основныхь построе- 
НШ или же какое-нибудь построенйе, недоступное циркулю и 
линейк$. Таковы биссекторъ (Фельдблюма)-—инструменть пля 
дълен!я пополамъ произвольнаго даннаго угла; триссекторь 
(Амадори)—для дЪлен1я угла на Зчасти; различные инструменты 
для вычерчиван1я кривыхъ ит. п. 


5. Нлассификащя задачъ на построен!е. Доказательства не- 
возможности. 


Читатель познакомился съ простЬйшими средствами, служа- 
щими для рЪшен1я задачъь элементарной геометр!и. Говоря 
о построен1яхъ при помощи различныхъ комбинашй инструмен- 
товъ, намъ уже приходилось попутно сопоставлять эти комбина- 
щи между собой; нЪкоторыя изъ нихъ оказывались «эквивалент- 
ными» (равносильными) въ томъ смыслЪ, что всякая задача, 
разрфшимая при помощи однихъ средствъ, оказывалась разрф- 
шимой и при помощи другихъ-—и обратно. 

‚Учене о томъ, как1я задачи доступны для разрЪшен!я тфми 
или иными инструментами, было разработано сравнительно 
недавно-—въ ХХ вЪкЪ..Полученные результаты оказались очень 
плодотворными, такъ какъ положили конецъ настойчивымъ, 
многовЪковымъ попыткамъ рЪшить н$Ъкоторыя задачи (каковы 
квадратура круга, трисекщ1я угла. и т. п.) непремфнно при по- 
мощи циркуля и линейки. Въ настоящее время, только люди 
математически - невЪжественные могутъ тратить силы на р%- 
шен!е этихъ задачъ; академи и научныя общества отказались 
разсматривать труды такихъ, къ сожалфн!ю еще и теперь 
многочисленныхъ, «математиковъ», 

Оть какихъ же свойствъ задачи зависитъ возможность рЪ- 
шить ее тЪми или иными средствами? Чтобы дать понят{е о томъ, 
какъ новЪЫйше ‘математики отвфтиди на этотъ вопросъ, вернемся 
къ наиболфе общему методу рфшен!я всякой геометрической 
задачи—къ алгебраическому методу ($ 1). 
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Пусть разсматриваемая задача свелась къ разыскаг1ю н$ко- 
тораго отрззка х, а отр№зокъ этотъ-—при рЪшенйи задэзи алге- 
браическимъ методомъ—опредфляется нБкоторымъ уравнешемъ 

2-45”! -- А"... А,=0...(6), 
гдв 4., 4... А, нВкоторыя выражен1я, составленныл рацшо- 
нально (т.-е. при помощи 4-хъ ращцональныхъ операц!й—сложе- 
ня, вычитан1я, умножен1я и дфлен1я) изъ данныхъ въ задачЪ ве- 
личинъ (сравн., напр., ур. (5) 8 1);оно приводится къ виду (6) послф, 
раздЪлен!я на коэффищенть 2а при 17). Оказалось, что воз- 
можность построен1я отрЪзка х зависитъ отъ степени п ураЕ- 
нен1я (6); чЬмъ выше эта степень, тфмъ, вообще говоря, бс- 
ле сложныя средства требуются для рфшен!я задачи. Но это 
еще не все; вЪдь одинъ и тотъ же отрЪзокъ можетъ удовлетворять 
уравнен!ю какъ низшей, такъ и высшей степени. Напр., если от- 
рЪзокъ х удовлетворяетъ квадратному ур-1ю 
2? 5ат—7а*=0 ...(7),. 
то онъ же будеть удовлетворять ур-1ю 3-й степени 
2 --бах?—2а5—74а*=0...(8), . 
потому что второе ур4е получается изъ перваго путемъ умно- 
жен!я на (х-а). Поэтому, если хотимъ говорить объ уравнении, 
дЪйствительно характеризующемъ искомый отр$Фзокъ, то необхс- 
димо разсматривать только такъ наз. «неприводимыя» ур-1я, т.е. 
ур-1я, лЪвая часть которыхъ не разлагается на рацюнальныхь 
множителей низшей степени. `Напр., ур-1е`(7) неприводимо, такъ 
какъ трехчленъ 22--5ах—7а? хотя и ‘можно разложить на два 
линейныхь множителя, но послЪдн!е содержать корни ур-1я (7), 
а корни эти иррашональные. Напротивъ, ур-1е (8) не можеть 
быть названо неприводимымъ — лЪвая часть его разлагается 
на множителей х—а и 12--5ах—7а?. 

Если задача (при ръшенли ея алгебраическимь методомь) пру- 
водится кз неприводимому ур-лю п-ой степени или къ посмь- 
довательному ръшенлю конечнаго числа такить уравнений, по 
говорять о задачь п-й степени, 

Такимъ образомъ, существуютъ задачи 1-й, 2-Й, З-Й ит. д. 
степени; такъ, напр., задача, помЪщенная въ 8 1, приводится 
къ ур-1ю 2-й степени (см. ур-е (5) *). 


—>=е = 


*) О невозможности дФлен!я угла на3 части при помощи циркуля и 
линейки см. стр. 
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Существуютъ и такъ называемыя «трансцендентныя» зарачи, 
которыя не могутъ быть сведены къ рЪ-шен1ю конечнаго числа 
уравнен!й съ рацюнальными коэффищентами. 

Обращаясь теперь къ средствамъ построен!я, разсмотрЪн- 
нымъ въ настоящей статьф, мы можемъ дать сводку результа- 
товъ, полученныхъ математиками Х[Х-го столфт!я, въ слфдующей 
схемЪ, гдЪ каждая группа содержитъ эквивалентныя между 
собой средства, и порядокъ группъ соотвЪтствуетъ постепенно 
расширяющемуся кругу разрфшимыхъ задачъ. 


Средётва построен|я: | Разрфшимы: 
Гр. Г. а) Линейка*) и, въ пло- 
скости чертежа, вспомогатель- { — ВсЪ задачи 1-й степени. 


ный квадратъ ($. 2). 
} Всф задачи 1-й степени, а 


.Н.а) Линейка и эталонъ ме. 
ое изъ задачь 2-й степени т$, для 


` длины ($ 4). изъ задачь 2-й степени ть, : 
Ъ) я г. ) бета рЪшен1я которыхъ корень при- 
Н - ыы — | к 2 ; . 
‚ ходится извлекать только изъ 
торъ. ($8 4). ь 


суммы квадратовъ (но не изъ 

разности или произведен!я от- 

 _ р8зковъ). 

Гр. Па) Линейка и циркуль ). 
81. 

Ъ) Циркуль ($ 3). 

с) Линейка и, въ пло- 
скости чертежа, вспо- 
могательрая окру- 
жность съ центромъ 
@ 2). 

4) Двусторонняя ли- 
нейка ($ 4). 

е) Наугольникъ **) 


($ 4). 


ПЕНИ 
+) ВездЪ, гдЪ не оговорено противное, р®чь идетъ объ односторонней 


Вс$ задачи..2-й степени. 


линейк$. | 
**) Предполагается, что одной ивъ сторонъ наугольника можно пользо- 


ваться, КакЪ линейкой. 
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Гу. ТУ. а) Два наугольника. 
Ъ) Линейка, циркуль 
и, въ ПЛОСКОСТИ 


а = ВсЪь задачи 3-й и 4-й степени. 
нибудь — кониче- | 

кое сЪчене *), от- 

личное отъ окруж- 

ности. 

Когда эти результаты были получены, стало ясно, въ чемъ 
трудность задачь о трисекц!и угла, удвоен!и куба, квадратурЪ 
круга и т. п. Оказалось, что первыя двЪф задачи не могутъ быть 
рЪшены циркулемъ и линейкой (вообще-средствами группъ 
1—111), такь какъ приводять къ уравнен1ямъ (неприводимымъ) 
3-й ‘степени; зато эти двф задачи легко рфшаются средствами 
группы ГУ. Что же касается квадратуры круга, то это задача 
трансцендентная (см. выше) и не можеть быть рЬшена ни посред- 
ствомъ наугольниковъ, ни посредствомъ проведен!я алгебраиче- 
скихъ кривыхъ; точное построен1е можетъ дать только инстру- 
ментъ, вычерчивающ!й трансцендентную кривую (подробнЪе 
см. «Знаменитыя задачи древности»). 


Изложенные результаты новфйшей теор1и геометрическихъ 
построенйй, надфемся, убФдять читателя въ справедливости 
слфдующихъ словъ, принадлежащихь современному итальян- 
скому геометру Энрикеси: 

«Не существуеть абсолютно неразръшимыхь задачъ, есть 
лили относительно неразрьшимыл». 


*) Т.-е. эллипсъ, парабола или гипербола. 


Задачи на построение *). 
Слфдующ!я задачи рфшить циркулемъ и линейкой. 


Задача |. 


Построить д!аметръ даннаго матер!альнаго (напр. 
сдЪланнаго изъ дерева, картона) шара. 

Рьшенле. Ставимъ ножку циркуля въ точку А, произвольно 

взятую на ОЕрНОНи шара, и затЪмъ произвольнымъ рад1у- 

: к сомъ АВ описываемъ на этой 

поверхности окружность; дли- 

ну АВоткладываемъ на имЪю- 


Черт. 174. Черт. 175: 


щемся у насъ плоскомъ эпюрЪ (чертежномъ листЪ). На по- 
строенной окружности беремъ произвольно три точки М, №, Р 


*) Предлагаемыя задачи не представляютъ собою систематическаго 
цфлаго. Мы не имЪемъ въ виду иллюстрировать какой-либо отдфлъ или ме- 
тодъ, а желаемъ только занять вниман!е читателя нфсколькими задачамн, 
на нашъ взглядъ, интересными и рЪфдко встрьчающимися въ распростра- 
ненныхъ' сборникахъ. Поэтому непропорц!онально много мЪфста удфлено 
построеннямъ ограниченными (только циркулемъ, только линейкой) илн 
необычными (напр. посредствомъ двусторонней линейки) средствамн, или 
построен1ямъ въ необычныхъ услов!яхъ (зад. 1). 

Что касается приложенныхъ къ задачамъ рфшений, то, за недостаткомъ 
мъста намъ пришлось изъ 4-хъ ступеней: 1) анализъ, 2) построене, 3) до- 
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и, перенеся при помощи циркуля длины прямолинейных+. 
отрфзковъ ММ, МР и РМ на плоскость, строимъ А-къ, имЪк- 
ЩИ эти отрЪфзки сторонами. Если теперь около получен- 
наго Л-ка опишемъ окружность, то рад!усъ ея дастъ намъ 
радусъ ВС окружности ВММР, начерченной на шаровой по- 
верхности. Наконецъ, д1аметрь АА’ получится, если построимъ 
прямоугольный ЛАВА’ по данному катету АВ и высотЪ ВС, 
опущенной на гипотенузу (для этого достаточно построить пря- 
моугольный ДАВС по гипотенузЪ АВ и катету ВС, а затЪмъ. 
продолжить АС до пересфчен!я съ перпендикуляромъ А’В, воз- 
ставленнымъ изъ точки В къ прямой ВА). 


Задача 2. 


Данъ уголь АВС и двЪ точки М и М, изъ кото- 
рыхъ вторая лежитъ на сторонф ВО угла. Требуется 
на другой сторон АВ угла найти такую точку Х, 
чтобы прямая ВС отсфкала отъ сторонъ угла МХМ 
равные отрфзки (ХМ=ХР). 


Рющенле. Изъ двухъ какихъ- 
нибудь точекъ прямой АВ — 
напр. изъ точекь А и В-—опи- 
сываемъ окружности А(М)*) и 
В(М№) (на черт. показаны только 
дуги); отм$чаемъ ихъ точку пе- 
ресЪчен1я №, симметричную съ 
М№ по отношен!ю прямой АВ. 
Проводимъ прямую М’В, а за- 
тЪъмъ изъ точки М прямую, па- 
раллельно ВС до перес®чен1я съ 
прямой №’В въ точкЪ О. Если 
теперь черезъь точки М, О и М’ проведемъ окружность, то 
точка Х ея пересЪчен!я съ стороной АВ дастъ искомую. 


Черт. 176. 


казательство (правильности рЪшен!й) и 4) изслфдован!е, —составляющихъ. 
элементы полнаго рЪшен!я, ограничиться только 2-й и З-Йй ступенями, 
иногда касаясь ‘и 4.й. 

°*) См. прим. на стр. 194. 


к О 


Въ самомъ дДЪлЪ, изъ очевиднаго равенства Л-ковь ВМХ 
и ВМ’Х имЪемъ 
С. ВМХ= С ВМ'Х ...(П 
далЪе, по свойству четыреугольника, вписаннаго въ окружность 
: «С ВМ'Х+ /ОМХ==24 ...(2) 
но, въ силу параллельности прямыхъ ОМ и ВР, найдемъ, что 
ОМхХ= Г. ВРХ, откуда (см. (1) и (2)) будемъ имътъ: 
в С ВМХ+ С ВРХ=24 и 
С ВРХ=2а—Г. ВМХ= . РМХ, 
слЪдовательно ЛМ№МХР равнобедренный, при чемьъ ХМ№М=ХР. 


| Задача 3. 


Изъ данной точки (4) къ сторонамъ даннаго угла 
(АВС) провести сЪкущую, отсфкающую отъ сторонъ 
угла треугольникъ (ВХ ТУ) даннаго периметра (2р.). 

Рьшенле. На сторонахъ 
даннаго угла отъ вершины В 
откладываемъ отрфзки ВП= 
—= ВЕ=р. Изъ`точекь ри Ё 
соотвфтственно къ_прямымъ 
АВ и ВС возставлявмъ- пер- 
пендикуляры до взаимнаго 
пересфчен1я въ точкЪ 0. Про- 
водимъ окружность 0(Г), а 
затьмъ изъ точки М-—каса- 
тельную къ этой окружности, 
Эта касательная встрфчаетъ Черт. 177. 
отртъзки ВГ и ВЕ въ точкахъ 
Х и У; полученный АВХ У-— искомый. 

Дъйствительно, по свойству ‘касательныхъ, проведенныхъ 
изъ одной точки имЪфемъ: 


Хр=хХЕи УЕ=УЕ, 
послЪ чего периметръ тр-ка ВХУ можно выразить въ видЪ: 
перим. ЛВХУ=ВХ-ХЕ--РУ+-УВ=ВХ-- ХО+ЕУ-+УВ= 
=ВО-+ЕВ=2т. 
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Задача 4. 


Построитъ треугольникъ по данному основан1ю (4), 
высотЪ (й) и суммЪ (5) двухъ боковыхъ сторон 


Рющене. Проводимътри параллели (Г), (11) и (ПТ) на разсто- 


ны 5 .сдна оть другой. На средней параллели (11) откладь- 


ваемъ отрЪзокь ПЕ, равный полупериметру р искомаго /\-ка 
(периметръ, согласно услов!ю, извЪстенъ: 2р=а-+ $), ана парал- 
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лели (ПТ)—отрЪзокъ В’С”= основан!ю а треугольника. Проведя 
прямыя ПС’и ЕВ’, получимъ въ пересЪчен1и ихъ точку Е; 
пусть разстоян1е этой точки до прямой (Г) равно 4. Черезъ 
средину отрЪзка ПЕ проводимъ къ нему перпендикуляръ, и на 
послфднемъ строимъ точку 0, отстоящую отъ прямой (1) на 


разстоян!и . Изъ точки О ращусомъь ОРр=ОЕ описываемъ 
окружность — пусть А одна изъ точекъ ея пересфчен!я съ пря- 
мой (Г). Проведя прямыя АГи АЕ до пересЪчен!я съ прямой 
(ПТ) соотвЪтственно въ точкахъ @ и Н, строимь ОКТ АЗ и 
ЕК 1 АН; очевидно, АК есть щаметръь нашей окружности. 
Пусть С и В соотвЪфтственно точки. пересЪчен!я прямыхь ОК 


‚ — 207. — 


и ЕК съ прямой (1); докажемъ; что ДАВС есть искомый. 
ДЪйствительно высота Л-ка АВС, очевидно, равна данной 

высстЪ й. Замфчая, что точки О и Ё суть ссотвфтственно сре- 

дины отрфзковьъ Аи АН, заключаемъ, что точка (С! одинаково 

отстоитъь оть ДА и С, а точка В —оть Аи Н, причемъ 
Са=СА и ВН=АВ. 

Поэтому отрфзокь ЯН равенъ периметру Л-ка АВС. Но 
@Н=20Е=2р=а-{ 3; 

в периметръ Д-ка АВС равенъ данному. 

Остается показать, что основан!е СВ ЛА-ка равно данному от- 
`р$зку а. Для этого замфтимъ, что изъ равенства АК =2.АО выте- 
каетъ, что точка К отстоитъ отъ прямой (1) вдвое дальше, чфмъ 
‘точка 0; но такъ какъ разстоян!е точки 0 до прямой (1), согласно 


4 
“построен!ю, равно ‚ 5» то разстояне точки К до той же прямой 


равно 4 (такъ что ‘точки иК и Р одинаково отстоять .отъ прямой 

(Г); прямая КЕ параллельна прямымъ (1), (П) и (111). 
Теперь изъ подобя. Л-ковьъ РЕК и СВК имЪемь (сход- 

ственныя стороны относятся, какъ`соотвётствующ!я высоты): 


‚РЕ. а— 
вс а 
а изъ подобя Д-ковъ РЕК и С’В’К 
РЕ _4-—% 
В'С'’ 4—2 
Сравнивая эти пропорщи, заключаемъ, что 
ВС=В'О’=а. 


Задача. 5, 


Даны четыре точки А, В, Си Г); построитъ квадратъ 
такъ, чтобы стороны его проходили черезъ эти че- 
тыре точки. 

Рушенле. Соединяемъ прямой двЪф изъ четырехъ данныхъ 
точекъ, напр. А и В. Черезъ третью точку ((') проводимъ прямую 
перпендикулярно къ АВ и откладываемъь СЕ=АВ. Если теперь 
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проведемъ прямую ПЕ, затфмъ черезъ точку С параллельную, а 
черезъ точки А и О перпендикулярныя къ ней, то въ пересЪчен!и 
этихъ четырехъ прямыхъ получится искомый квадратъ. ДЪИ- 
ствительно, что получится прямоугольникъ-—очевидно. Остается 
доказать, что разстояне АЕ и ЕС между парами противопо- 
ложныхъ сторонъ равны. Эго вы- 
текаетъ изъ равенства прямоуголь- 
ныхь тр-ковь АВЕ и ЕС у 
которыхь АВ=ЕС и СЕС@= 
—/ АВЕ, какъ острые углы съ вза- 
имно - перпендикулярными сторо- 
нами. 

Замчанле. Читатель легко за- 
‘мЪтить, что при рЪшен!и задачи 
нами была допущена н$Ъкоторая 
произвольность, именно, произ- 

Черт. 179. вольно была выбрана (изъ 6-ти 

ее возможныхъ) исходная пара то- 

чекъь Ди В; изъ. двухъ: остальныхъ. точекъ (Си Г) мы вос- 

пользовались для дальнфйшаго построен1я сперва точкой С, 

а потомъ точкой Ш (можно было поступить наоборотъ); наконецъ 

отрЪзокъ СЕ былъ отложенъ въ одномъ изъ двухъ возможныхь 

направлен!й. Варьируя эти комбинащи различными способами, 

получимъ еще нфсколько рЪшен!й нашей задачи; рекомендуемъ 

читателю подсчитать, каково наибольшее возможное число рЪ- 
шен!й этой задачи. 


Задача 6. 


Дана окружность, прямая АВ, проходящая че- 
резъ центръ ея (сднако, самый центръ не данъ) *) и точка М 
внЪ прямой АВ; требуется изъ точки М на пря- 
мую АВ опустить перпендикуляръ, пользуясь только 
линейкой. 


") Мы не имЪемъ здЪсь, такимъ образомъ, Штейнеровой задачи въ точ- 
номъ смыслЪ этого слова (см. «Теор1я геом. построен!й»). 
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Ръьшенлв. Разберемъ два случая. 

[. Точка М не лежитъ на данной окружности, т.-е. 
лежитъ либо внЪ, либо внутри ея. Въ виду того, что построен1е 
для внутренней точки то же самое, что и для внфшней, остановимся 
на послфднемъ случаЪ. Соединяемъ 
прямыми точку М съ концами 
д1аметра АВ, и пусть прямыя МА и 
МВ пересЪкаютъ данную окружность 
соотвЪтственно въ точкахъ А’и В’. 
Проводимъ прямыя АВ’и А’В; если 
теперь точку С ихъ встрФчи соеди- 
нимъ съ М, то прямая МС будетъ 
искомымъ перпендикуляромъ. ДЪЙ- 
ствительно, углы АД’'В и АВ’В 
прямые (опираются на д1аметръ), слЪ- Черт. 180. 
довательно прямыя АВ’и ВА’ слу- 
жать высотами въ Л-кф МАВ; но три высоты тр-ка должны 
пересЪкаться въ одной точк$, значить МС есть третья высота 
Л-ка МАВ, т.-е. МСТАВ. 

[1]. Точка М лежить на данной окружности. 
Возьмемъ какую-нибудь точку №, лежащую внфиливнутри окруж- 
НОСТИ и изЪ этой точки опустимъ перпендикуляръ на АБ, посту- 
пая, какъ изложено вны- е м 
ше (случай Г). Точку № 
мы всегда можемъ взять 
такъ, чтобы перпендику- в 
ляръ пересЪкалъ окруж- 
ность въ двухъ точкахъ 
РирР’ (для этого доста- 
точно, напр., взять точ- 
ку М№ внутри окружно- м 
сти). Проведя прямую Черт. 181. 

МР до пересЪфчен!я съ 
АВ въточкф 5 *), а затЪмъ прямую ВБР”, найдемъ точку М’, какъ 
второе пересфчен!е окружности съ прямой БР’. Прямая ММ' и 


*) Случая МР! АВ легко избЪжать, пользуясь произволомъ въ выбор 
точки 


А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. т. Ш, ч. 1. 14 
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будетъ искомымъ перпендикуляромЪъ, какь это можно видЪФть 
изъ симметричности чертежа по отношенйю къ прямой ЛВ. 


Задача 7. 


При помощи двусторонней (съ параллельными краями) 
линейки *) 


а) раздфлить пополамъ данный уголъ, 
Ь) удвоить данный уголъ. 


Рьюшене. а) Пусть требуется раздфлить пополамъ уголъ АВС. 
Прикладываемъ линейку однимъь краемъ послфдовательно къ 
сторонамъ АВ и ВС угла такъ, чтобы другой ея край въ обоихь 
случаяхь  прихо- 
дился внутри угла 
АВС. Проведя пря- 
мыя ЕРи ПЕ, ко- 
торыя очевидно 6бу- 
‚дуть отстоять отъ 
прямыхь АВи ВС 
на ширину алиней- 
ки ,получимъ ромбъ 
ВРЕРГ. Остается 

Черт. 182. провести щагональ 
ВЕ этого ромба, 
которая и будетъ искомой биссектриссой. 

Ь) Пусть данъ уголь КВС; требуется его удвоить. Прикла- 
дываемъ линейку къ сторонЪ ВС однимъ краемъ и вдоль другого 
проводимъ прямую, которая пусть пересЪфчетъь сторону ВК въ 
точкЪ Е. Теперь помфщаемъ линейку такъ, чтобы одинъ ея край 
проходилъ черезъ Ё, а другой черезъ В; вдоль послфиняго про- 
водимъ прямую ВА; уголъ АВС очевидно будетъ вдвое больше 
угла КВС. 


_*) См. «Геор. геом. построен!й»,—тамъ указано, как! я операщши вы-. 
полнимы при помощи такой линейки. 


5, 91 


Слфдующ!я задачи рфшить, пользуясь только цирку- 
лемъ (построеня Маскерони)*). 


Задача 8. 


Найти центръ данной окружности, 

Ръьщене. На данной окружности (на черт. 183 окружность 
АВА’С) беремъ произвольно двЪ точки А и В и описываемъ 
окружность А(В), пере- 
сЪфкающую данную въ 
точкахь Ви С. Стро- 
имъ окружности В(А) и 
С(А), пересЪкающяся, 
кромЪ точки А, въ точ- 
къ Ш. Строимъ окруж- 
ность 0(.4), пересЪкаю- 
щую окружность А(В) 
въ точкахъ Аи РЁ. Если 
теперь проведемъокруж- 
ности ЕА)и Е(А) до 
перес$чен1я въ точк$ Х, 
то послфдняя дастъ ис- 
комый центръ. — ДЪй- Черт. 183. 
ствительно четыреуголь- 
ники АВОС и АЕХЕ, въ силу построен1я, суть ромбы, а потому 
въ каждомъ изъ нихь дагонали взаимно-перпендикулярны и 
взаимно дфлятся пополамъ. Теперь прим$нимъ дважды теорему, 
извЪстную изь элем. геометр!и: «хорда окружности есть средняя 
пропорцюнальная между даметромъ и прилежащимъ его отр%з- 
комъ **)›. 


*) См. «Теор1я геометрич. постр.з, Напоминаемъ читателю, что въ 
построенйяхъ Маскерони единственной дозволенной чертежной операщей 
является проведен!е окружностей. Если говорится, что дана (или ищется) 
прямая (или отр%зокъ), то это значитъ что дана (ищется) пара точехъ, 
опредфляющихъ эту прямую (отрфзокъ).—Читателя не должно смущать, 
что на нашихъ чертежахъ фигурируютъ прямыя; онЪ участвуютъ не въ по- 
строен1и, а въ доказательствЪъ—и въ знакъ этого отмёчены пунктиромъ. 

**) Полнфе: 4... и проэкщей этой хорды на д!аметръ, проходящ!й черезъ 
одинъ изъ ея концовъ. 

14* 
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Примфняя теорему къ хорд АЁокружности О(А} накиенъ, что 
примфняя же её къ хордЪ АС данной окружности найцемъ, что 
АС*=АА’. АС, 

(АА’ есть паметръ данной окружности, такъ какъ проходитъ 
черезъ средину С, хорды ВС, перпендикулярно къ послБдней). 
Но АЕ=АС (ращусы одной и той жеокружности); слЪдовательно 
20А. АЕ,=АА’. АС.. 
1 | 
Замфтимъ, что АЕ.=5АХ и АС1=5 РА; подставляя эти 
значен!я въ посл$днее равенство и сокращая на ПА, получимъ 
| 1 
АХ=.АА'=5 д1аметра=рад!усу данной окружности. 
Замъчанле. Легко замфтить, что для предыдущаго построен]я 


нфтъ надобности, чтобы была начерчена вся окружность АВА’С: 
достаточно какой-нибудь ея дуги. 


Задача 9. 


Раздфлить пополамъ данную дугу окружности. 


Рьшеняе. Если центръ дуги не данъ, то строимъ его, какъ 
указано въ рЪшен!и 
предыдущей задачи 
(см. «замЪчан1е»). — 
Пусть Аи Вюон- 
цы дуги, д—разстоя- 
н!е между ними, О— 
центрь дуги, тг—ея 
рад1усъ. Описавъ изъ 
точекъ А и Вокруж- 
ности ращусомъ г, а 
изъ точки 0 —окруж- 
Черт. 184. ность радусомъ 4, 

найдемъ двЪ точки С 

и ГП, лежащя на одной прямой съ О и образующя съ 
точками 0, Аи В вершины двухъ одинаковыхъ параллело- 


Ре 


граммовъ ОВАС и ОАВО. Если теперь проведемь окружности 
С(В) и П(А) до взаимнаго пересЪчен1я въ РК, а затЪмъ изъ точекь 
Си ШП опишемъ окружность ращусомъ =ОГ, то онЪф пересЪфкутся 
въ точкЪ Е, которая и будетъ искомой срединой дуги АВ. 
Для доказательства обнаружимъ, что средина дуги АВ отстоитъ 
отъ точекъ Си Она разстоян1е=ОГ. ДЪйствительно, изъ парал- 
лелограмма ОВАС, по извЪстному свойству д1агоналей, имЪемъ: 
СВ? т? =2+.2--24?, откуда СВ?=?--24?. 
ДалЪфе, замЪчая, что СЁЕ=СВ, найцемъ 
ОЕ =ИСЕ—С 0 =У»* + 242—4= т? 4?. 
То же самое выражене имЪфютъ разстоян1я средины дуги АВ 


до точекъ Си Ш, какъ это легко усматривается изъ прямоуголь- 
ныхь Л -ковъ СОЕ и ПОЕ. 


Задача 10. 


Найти точки пересЪчен!я данной окружности (К) съ 

прямой, проходящей черезъ двЪ данныя точки (Аи РВ). 

Рьшенле. Сначала находимъ центръ О данной окружности 
(см. зад. 8). 

Описываемъ окружности (0) и В(0). ЗдЪсь возможны два 
случая. 

Г. Окружности 

пересЪкаются, кро- 
МЪ точки О, въ точ- 
КЬ О’ (которая, оче- 
видно, будетъ сим- 
метрична съ точкой Ао . 
О по отношен1ю къ 
прямой АВ). Если 
теперь изъ точки О’ 
опишемъь окруж- 
ность (К”) тмъ же 
рад!усомъ, что иу Черт. 185. 
даннойокружности | 
К,то точки Ми М пересЪчен1я обЪихъ окружностей дадутъ намъ 
въ то же время искомыя точки пересЪчен1я окружности ‘К съ 
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прямой АВ (неначерченной). Доказательство `ВЫВОПИГСЯ ИЗЪ 

симметричности чертежа по отношен!ю къ прямой АВ.—Если 

окружность К’ касается окружности К, то прямая ЛВ также 

касается послфдней, и предыдущее построен1е дастъ намъ точку 

касан1я. Наконецъ, окружности Ки К’ могутъ вовсе не пересъ- 

каться-——это будетъ означать, что прямая АВ не встрЪчаетъ 

окружности К. 

П. Окружности А(0)и В(О) касаются другъ друга въ точкЪ 0; 

это произойдетъ въ томъ случаЪ, когда точка О лежитъ на прямой 

АВ. Чтобы опре- 

дфлить точки Ми 

М встрЪчи данной 

окружности съпря- 

ов мой АВ достаточно 

раздфлить  попо- 

ламъ (см. предыд. 

‘зад. 9) дуги ОГ’ 

р. к и СЕ, отс$каемыя 

Черт. 186. отъ данной окру- 

жности окружис- 

стями 4(0) и В(0).—ВмЪсто этого проще поступить такъ: по- 

строить сначала только одну изъ требуемыхъ точекъ, напр. М 

(дъля дугу Е) пополамъ), а затЪмъ уже найти д!аметрально 

противоположную точку М№, удваивая отрфзокъ МО (см. «Теор. 
геом. постр.» $ 3, примЪръ 1). 


Че 


Задача 11. 


Даны двЪ смежныя вершины квадрата (Аи В); 
построить двЪ друпЯя. 


Рюшенле. Описываемъ окружность А(В). Затфмъ, не мюняя 
раствора циркуля, дЪлаемъ послфдовательно засфчки дугами 
окружностей В(С), С())и ГЕ). 

Точки В, С, и Е, очевидно, служатъ 4-мя послфдователь- 
ными вершинами правильнаго 6-угольника, вписаннаго въ 
окружность 4(В); слЪдовательно каждое’ изъ разстоянйй ВП и 
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ЕС равно сторон правильнаго 3-угольника, вписаннаго въ ту же 
окружность, и равно аУЗ, гдЪ а=АВ. Описавъ окружности 


-....-..-ъ-.-.-ъ--...------ 


1 
' 7. У 
Е ВАНН, Иа РИ Ув 


Черт. 187. 


ВО) и Е(С), найдемъ точку Е и изъ прямоугольнаго Д-ка АРВ 
опредфлимъ АР. 


АЕ=ИУ ЕВЗ—А В (И 3—2 2а=вИ 2= 
— сторон квадрата, вписаннаго въ окружность А(В). Поэтому, 
если изъ точекь ВиЕ радусомь=АЁЕ=а/2 опишемъ дуги, то 
онф пересЪкутся въ срединЪ Х полуокружности ВСПЕ. Точка Х, 
очевидно, дасть одну изъ двухъ искомыхъ вершинъ квадрата; 
другая У легко найдется, если изъ точекъ Ви Х опишемъ дуги 
радусомъ а. 


Знаменитыя задачи древности. 


(Удвоен!е куба, трисекщ1я угла, квадратура круга). 


Есть въ математикЪ задачи, надъ ршен!емъ которыхъ тру- 
дились безрезультатно лучийе представители математическаго 
знан!я въ течен!е цфлаго ряда вЪковъ; особенно много усилий, 
энерг!и и времени было потрачено на разрЪшен1е задачъ объ 
удвоен!и куба, трисекщи угла и квадратурЪ круга. 

Истор1я этихъ трехъ задачъ глубоко поучительна; ръшен1емъ 
ихъ занимались люди, стоявше на противоположныхъ полю- 
сахъ математическаго знанйя. 

Съ одной стороны, это были кориееи науки, подходивше 
къ этимъ задачамъ во всеоруж!и своего ген!я и знан!й своей 
эпохи и уходивше отъ нихъ съ яснымъ сознанемъ, что часъ 
побЪды еще не насталъ; но усил!я, казалось бы безплодныя, 
одного труженика пролагали путь другому; этотъ-то путь, 
съ постепеннымъ нарастан1емъ математическихъ знан1й въ конц 
концовъ и привелъ къ результату. 

Съ другой стороны, около этихъ задачъ всегда увивался 
цфлый рой математическихъь невъЪждъ-—разныхъ любителей и 
недоучекъ. Эти люди, имфвше общей чертой невЪфжество и често- 
любе, конечно, науки впередъ не двигали, съ трудами своихъ 
предшественниковъ обыкновенно не справлялись и преемникамъ 
наслЪдства не оставляли. 

Найденныя ими приближенныя или неправильныя рфшен1я 
той или иной задачи выдавались, иногда по невЪжеству, а иногда 
и сознательно, за истинныя; составители ихъ возмущались 
«несправедливостью» и «косностью» ученаго м!ра, проходившаго 
безъ вниман1я мимо тощихъ брошюрокъ съ кричащими загла- 
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вями, какими и теперь еще, къ сожалфн!ю, богатъ книжный 
рынокъ. ВсЪ эти авторы «совершенно% точныхъ» ^ квадратуръ 
круга, трисекшй угла и т. п. исходили ‘изъ ложнаго предста- 
влен1я, будто математика есть лотерея, гдф должно только 
посчастливиться—и задача, не поддававшаяся усил1ямъ титановъ 
мысли, будетъ удачно р-шена какимъ-нибудь невф жественнымъ 
человЪкомЪ. 

Между тфмъ истор!я науки учить какъ разъ обратному: 
ТЪ задачи, которыя, несмотря на простоту формулировки, долго 
не поддавались рЪшен!ю, всегда оказывались связанными тЪснЪй- 
шимъ образомъ съ какими-нибудь другими болфе сложными 
математическими теор1ями, относящимися нерфдко къ такой 
области, которая казалась не имъющей ничего общаго съ дан- 
ными задачами. Кто, напр., могъ бы подумать, что такой «чисто 
геометрическ!й» вопросъ, какъ квадратура круга, окажется 
связаннымъ съ свойствами числа е (основанйе натуральной 
системы логариемовъ) и съ новфйшими изслфдован!ями въ 
области анализа и алгебры? 

Коренная ошибка математиковъ-любителей, тщетно пытав- 
шихся разрЪфшить ту или иную изъ классическихъ задачъ древ- 
ности именно въ томъ и состоитъ, что они изъ простоты форму- 
лифовки заключали о простотЪ ръшенля задачи. Имъ казалось, 
что такая, всякому понятная задача, какъ «найти квадратъ, 
имъюш!Й ту же площадь, что и данный кругъ» или «раздЪлить 
на три равныя части данный уголъ», задача, содержащая лишь 
элементарныя геометрическ1я понят1я, должна имЪфть и эле- 
ментарное рЪшен!е. 

Скоро исполнится полтора вЪка съ тфхъ поръ, какъ выдаю- 
шИся швейцарскй математикъ Ламбертъ, сопоставляя двъ 
задачи, тфсная связь которыхъ уже тогда намфчалась, 1)о точ- 
номъ выражен!и числа 7 *) (или, какъ тогда говорили, «Лудоль- 
фова числа»—по имени математика Лудольфа, вычислившаго л 
съ очень большимъ приближен1емъ), и 2) о точномъ выражен 
основан!я е натуральныхъ (по старой терминологии, «гипербо- 


*) Ниже будетъь подробнфе выяснено, въ какомъ отношен!и стоитъ эта 
задача. къ квадратурЪ круга. 
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лическихъ»)  логариемовъ,—высказалъь слфдующ!я глубок!я за- 
мЪчан1я *): 

«Если спросить, почему же только вокругъ Лудольфова 
числа поднимаютъ столько шума, то отвЪтъ на это отчасти даеть 
истор1я математики, отчасти же отвфтъ дается тфмъ, что понят!я 
«кругъ; четыреугольникъ, величина, равный» извЪстны всякому, 
но нельзя сказать того же о «гиперболическомъ логариемЪ», 
такъ какъ это поняте дфлается извЪстнымъ лишь при посред- 
ствЪ исчислен1я безконечно-малыхъ...» 

Остается упомянуть еще двф причины, толкавш1я въ свое 
время многихъ къ занят1ямъ непосильными для нихъ задачами. 

1) Вь средне вЪка, въ эпоху господства мистицизма и гру- 
быхъ суевЪр!й, было распространено мнфн!е, что рьшен!е задачи 
о квадратурЪ круга откроетъ автору всЪф загадки быт!1я, подобно 
тому, какъ алхимики приписывали эту чудодЪйственную силу 
воображаемому «философскому камню», а физики—машинЪ, 
осуществляющей «регремит тоЪ!1е» (вЪчное движен!е). 

2) Въ болЪе близвщя къ намъ и болЪфе «практическая» времена 
среди полуобразованныхъ людей ходила легенда о ‘какихъ-то 
денежныхъ прем!яхъ, будто бы назначенныхъ академ1ями за 
ръшен!е знаменитыхъ задачъ. Между тЪмъ уже съ ХУ[Ш вЪка 
академ!и только и дфлали, что открещивались отъ осаждавшихъ 
ихъ толпъ «р$шателей». 


Для того, чтобы понять, въ чемъ заключалась трудность 
трехъ задачъ, составляющихъ предметъ этой статьи, необходимо 
помнить, что подъ рЪшен!емъ геометрической задачи на построе- 
не съ древнихъ временъ разумфлось рЪЬшен!е посредствомъ 
циркуля и линейки (подробнЪе объ этомъ см. «Теор. геом. по- 


*) Въ статьЪф, носящей характерное заглав!е: «Предварительныя свЪ- 
дЪн1я для ищущихъ квадратуру и спрямлен1е круга» («Уо|аАийЙ?е Кеппёл15зе 
#0г 41е, зо Че Очадгаиг ип КесИНсайоп 4ез Стсииз зисКеп», 1766); есть 
русск!Й переводъ въ книг: Рудзо: О квадратурЪ круга, Одесса 1911. 
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строен!й»). Построен1я при помощи другихъ средствъ давно 
были извЪстны, но почему-то считались «неточными». Равнымъ 
образомъ было извЪстно много способовъ приближенныхъ по- 
строений (циркулемъ и линейкой), вполнЪф достаточныхъ для 
практическихъ цфлей.—Теоретически вопросъ о всфхъ трехъ 
задачахъ можно считать рфшеннымъ уже въ Х[Х вЪКЪ, когда 
доказана была невозможность построен!я ихъ посредствомъ 
циркуля и линейки. 

Сообразно съ изложеннымъ, мы будемъ въ дальнфйшемъ 
заниматься двумя типами рЪшенйй:. 

1) точными, которыя осуществляются при помощи какихъ- 
либо инструментовъ, помимо циркуля и линейки; 

и2) приближенными, но за то не требующими для своего 
выполнен1я иныхъ средствъ, кромЪ циркуля и линейки. 


Удвоен!е куба (Дел ская задача). 


Математика древности была въ гораздо большей степени’ 
достоян!емъ единичныхъ, избранныхъ лицъ, ЧФмъ это наблю- 
дается теперь. И если н$Ъкоторые математическ!е вопросы того 
времени дошли до насъ, окруженные миеомъ, легендой,—то нЪть 
сомнфн1я, что эти вопросы еще тогда, при своемъ возникновен!и, 
привлекли интересъ болЪе широкихъ круговъ. Такъ было съ 
Пиеагоровой теоремой (см. о ней статью въ этомъ томЪ), поро- 
дившей извЪстную легенду о «гекатомбЪ». Другая популярная 
задача древности—«удвоен!е куба»У—получила назван!е «Дел!й- 
ской» въ связи съ слБдующимъ миеомъ. 

Когда на островЪ ДелосЪ вспыхнула чума, жители его обра- 
тились къ оракулу, который отвфтилъ, что гнфвъ боговъ можно 
отвратить, удвоивъ жертвенникъ Аполлона. Жертвенникъ этотъ 
былъ кубической формы, и жители Делоса, не долго думая, 
поставили на него другой совершенно такой же кубъ. Однако, 
чума не прекращалась; снова спрошенный оракулъ отв$тилъ, 
что надо было удвоить кубъ, не измфняя его формы, т.-е. такъ, 
чтобы и новый жертвенникъ имфлъ видъ куба. За разрЪшенемъ 
этой геометрической задачи Делосцы обратились къ Платону, 
который язвительно отвфтилъ имъ: «ВЪФроятно, вы разгнфвали 
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боговъ тфмъ, что мало занимаетесь геометр!ей», но самъ не 
нашелъ ршен!я. 

Этотъ миеъ и друге, связанные съ той же задачей, интересны, 
конечно, лишь постольку, поскольку характеризуютъ популяр- 
ность задачи и даютъ н$которыя хронологичесвия указанля. 
Посльдн!я позволяютъ построить довольно правдоподобную 
научную гипотезу относительно возникновен1я Дел1йской за- 
дачи. Гипотеза эта ставитъ въ связь Дел1йскую задачу съ Пиева- 
горовой теоремой, которая даетъ возможность «удвоить ква- 
дратъ», т.-е. построить квадратъ, имЪфЪющ!Й площадь вдвое боль- 
шую, чЬмъ данный; достаточно за сторону искомаго квадрата 
взять д1агональ даннаго. Отсюда естественный ходъ мысли 
долженъ былъ привести Пиеагорейцевъ (вообще удфлявшихъ 
исключительное вниман!е правильнымъ фигурамъ и тБламъ) 
къ аналогичной стереометрической задачь—удвоен1ю куба. 

Если перевести Дел!йскую задачу на языкъ алгебры, то 
вопросъ сведется къ построен!ю отрЪфзка х (ребро искомаго 
куба), опредфляемаго уравнен!емъ 


х8=2а3, 
ГДЪ а—ребро даннаго куба. Полагая для простоты а=1, имЪемъ 
3 
=И 2; Дел1йская задача была бы рЪ$Ъшена, если бы удалось 


построить циркулемъ и линейкой отрЪфзокъ, равный у2. 
Изв$стно *), что при помощи упомянутыхъ двухъ инструментовъ 
могутъ быть построены лишь таке отрЪзки, которые выражаются 
черезъ данные либо ращонально, либо при помощи конечнаго 
числа корней, и то только квадратныхъ. Но можеть быть, 


У? можеть быть выраженъ при помощи конечнаго числа ква- 


дратныхъ корней (подобно тому, напр., какъ У5=Из} ОтВЬТЬ 
на это даеть высшая алгебра слЪдующей теоремой: «если куби- 
ческое ур-1е (вообще ур-1е нечетной степени) съ цфлыми коэффи- 
центами, изъ которыхъ первый **) равенъ 1, не имЪфетъ корнемъ 
ни одного изъ дфлителей свободнагс члена, то такое ур-!е 


*) См. въ этомъ томЪф «Геор. геом. постр.». 
**) т.-е. коэффишентъ при неизвЪфстномъ въ высшей степени. 
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неразрЪшимо въ квадратныхъ радикалахъ». Дел! йская задача 
приводитъ къ кубическому ур-!ю 23—2-=0; легко провфрить, 
что это ур-! не удовлетворяется при х== +1 и т=: 2, слЪдо- 
вательно, оно неразрЪшимо въ квадратныхъ радикалахъ, и по- 
строен!е не можетъ быть выполнено циркулемъ и линейкой. 


Точныя рёшеня. 


г. При помощи двуть параболь ( Менехмъ, около 300 г. до Р.Х.). 

Рьшен!е это основывается на замфчани Гиппократа Хлюс- 
скаго (около У в.до Р.Х.), что Делййская задача есть частный 
случай слЪдующей: даны отр$зки а и ф-—построить два среднихъ 
пропорцщональныхъ между ними, т.-е. два такихъ отрЪзка хи у, 
чтобы четыре величины а, т, уи Ь составляли геометрическую 
прогресс!ю; въ этомъ случаЪ 


а: 1=х:у=у:6 ... (1) 


Въ самомъ дЪлф, изъ соотношен!я (1) находимъ 
Е в: 
х=У а,’ у= Ув. 


: 3 _ 

Если ф=2а (частный случай), то отрЪзокъ х= 2а°—а 2 

и будеть тоть, который ищется въ Делйской задачЪ *). 
Въ этомъ случаЪф ур-1я (1) могуть быть записаны такъ: 


х2=ау, 2=209% ... (2) 


Геометрически послфдн!я уравнен1я выражаютъ двЪ пара- 
болы (см. черт. 188), ииъющ!я общую вершину въ началЪ коорди- 
натъ, при чемъ первая парабола расположена симметрично по от- 
ношен!ю оси у-овъ, а вторая по отношен!ю оси х-овъ. Искомый 


8 _ 
отрЪзокъ х=а У? есть, очевидно, абсцисса той точки (отличной 
отъ начала координатъ), въ которой обЪ параболы пересфкаются. 


*) Если бы мы ум$ли строить два среднихъ пропорцщ1ональныхъ 
между двумя данными отрфзками, то могли бы не только удваивать, но и 
утраивать, учетверять и, вообще, увеличивать въ я разъ данный кубъ; до- 
статочно было бы для этого взять ф=п.4, 
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Таково построен!е Менехма, которое приведено нами, ко- 
нечно, въ модернизированной формф—при помощи обозначений 
и терминоло[и аналити- 
ческой геометр!и. Построе- 
не это требуетъ, какъ ви- 
димъ, вычерчиван1я двухъ 
параболъ *). Декартъ 
(ХУП в. по Р. Х.) указалъ 
существенное упрощене, 
при которомъ одна изъ 
параболъ замфняется над- 
лежащимъ сбразомъ вы- 
бранной окружностью. 

`При помощи кривыхъ 
высшихь порядковъ р$- 
шили Дел!йскую задачу два позднфйшихъ геометра— Дзоклесь и 
Никомедъ (оба около 150 г. доР. Х.). Первый открылъ кривую 3-го 
порядка циссоиду* *),а второй—кривую 4-го порядка конхоиду, для 
вычерчиван!я которыхъ были придуманы простые механизмы. 
Не имЪя возможности изложить подробнфе эти сравнительно 
сложныя построен1я, перейдемъ къ замЪчательному и, повиди- 
мому, древнъйшему рЪшен1ю, приписываемому Платону (около 
400 л. до Р. Х.). 

ПП. Рюшенле посредствомь двутъ прямоугольныхь наугольниковь; 
оно основывается на слфдующей простой теорем$-- 

«Если въ прямоугольной трапеци д1агонали взаимно перпен- 
дикулярны, то 4 отрфзка д!агоналей составляютъ геометри- 
ческую прогресс1ю». Именно (см. черт. 189). 


ОА : Ор=оОр : ОС=0С ; ОВ 


Справедливость двухъ пропоршй (ОА: Ор=оОр,:0С и 
Ор: ОС=ОС : ОВ), входящихъ въ это соотношенйе, слЪдуетъ 
изъ свойствъ высоты прямоугольнаго треугольника, опущенной 
на гипотенузу, 


Черт. 188. 


*) См. Хрест. томъ Ш, статью «Аналитич. геом.». 
**) См. статью о замфчательныхъ кривыхъ, 
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Отсюда вытекаеть слфдующее построен!е двухъ среднихъ 
пропорцональныхъ между отр$зками а и $, при помощи прямо- 
угольныхъ наугольниковъ. Проведя двЪ взаимно-перпендику- 


Черт. 189. Черт. 190. 


лярныя прямыя (Г) и (11) (черт. 190), откладываемъ на нихъ отъ 
общей точки О отрфзки ОА=а и ОВ=6. Теперь накладываемъ 
на чертежь два прямоугольныхъ наугольника и стараемся 
добиться такого ихъ расположен1я, при которомъ 1) науголь- 
ники соприкасаются вдоль одного катета, 2) второй катеть 
одного наугольника проходитъ черезъ точку А, а второй катетъ 
другого—черезъ В, 3) вершина перваго наугольника лежитъь 
на прямой (11), а второго—на прямой (1). Если положимъ О)=х 
и ОС=у, то четыре отрЪзка а, х, у, и Ъ будутъ связаны соотноше- 
н1емъ (1). Для Дел!йской задачи слЪфдуетъ взять $=2а (какъ 
это и сдфлано на черт. 190). 

Приближенное рф шен!е Делийской задачи. Для практическаго 
черчен!я приближенныя построен1я, при извЪстной степени 
точности ихъ, являются не менфе цЪфнными, чЬмъ точныя (не 
слЪдуеть забывать, что и послфдн!я всегда даютъ нфкоторую 
ошибку, зависящую отъ несовершенства инструментовъ), но часто 
имфють значительное преимущество въ смысл простоты. 
Общй методъ составленя приближенныхъ рЪшен!Й заклю- 
чается въ томъ, что подыскиваютъ выражен1е, которое бы можно 
было легко построить (и которсе не содержало бы иныхъ ради- 
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каловъ, кромЪ квадратныхъ, если, конечно, желаютъ огрз- 
ничиться циркулемъ и линейкой), но такъ, чтобы въ то же 
время такое выражен!е по величинф мало отличалось отъ 
даннаго. 

Вотъ, напр., приближенное рфшен1е Дел!йской задачи, при- 
надлежащее — итальянскому 
математику Буонафальче. 

Строимъ прямоугольный 
равнобедренный треуголь- 
никь АВС съ катетомъ 
АВ=АС=а и дЪлимъ гипо- 
тенузу ВС(=ау 2) на 6 рав- 
ныхь частей; одну такую часть 
откладываемъ на катетЪ АС Черт. 191. 
оть вершины С. Соединяя по- 
лученную такимъ образомъ точку Д съ В, получимъ отрЪзокъ 
ВО, длина котораго (изъ прямоугольнаго треугольника АВГ) 
выразится такъ: 


6 
—=а.1,25863... 


, НЫ и — 1 а 
Вр= Авар" =\ + —)- 6 а 74— 12у2 = 


Замфчая, что въ Дел1йской задач ребро искомаго куба 


$ — 
иметь величину а/2=а . 1,2599, видимъ, что отрфзокъ ВО 
можно приближенно принять за требуемый, при чемъ ошибка 
не превзойдетъ 0,002 стороны даннаго куба. 


Трисекщя угла. 


Задача о раздфлен!и угла на три равныя части столь же 
древняго происхожден1я, какъ и Дел!йская задача. Она воз- 
никла естественнымъ образомъ изъ боле общей задачи о раз- 
длен!и даннаго угла на любое число равныхъ частей. ПослЪ 
того, какъ дЪлен!е угла пополамъ оказалось не представляю- 
щимъ затруднен1я, естественно было обратиться къ трисекщи— 
и здЪсь обнаружились непреодолимыя трудности. ВЪроятно 


арб == 


много путей было уже безплодно испытано, когда Гипий® лей. 
скай (около 420 г. до Р. Х.) предложилъ воспользоваться дия 
трисекции угла открытой имъ трансцедентной кривой «нва- 
дратриксой»; надо замЪтить, что къ пользованйю высшими 
кривыми греческ!е геометры прибфгали съ крайней неохотой 
и БЪ исключительныхь случаяхъ. Попытки найти построен!е, 
осуществляемое циркулемъ и линейкой, продолжались, но 
эезуспЪшно-—по причинЪ, о которой мы уже упоминали. 
Постараемся уяснить себф, откуда проистекаетъ невозмож- 
ность трисекщи произвольнаго угла при помощи циркуля и 
‘линейки. Будемъ рфшать задачу алгебраическимъ методомъ. 
Пусть АОВ данный уголъ, ОС и 
О)—прямыя, длящ!я его на три 
равныя части. Изъ точки 0, какъ 
изъ центра, опишемъ дугу АВ 
произвольнымъ рад1усомъ В. Обо- 
значимъ величину проекши ОМ 
рад!уса ОА на рад1усъ ОВ буквой 
а, а за неизвЪстное х примемъ 
величину проекщи рад1уса ОС на 
рад1усъ ОШ. Вычислимъ стороны Черт. 192. 
и дагонали трапеши АСТВ; со- 
гласно теоремЪ «хорда есть средняя пропорщюнальная между д!а- 
метромъ, проходящимь черезъ конецъ хорды и прилежащимъ 
къ даметру отрЪзкомъ (т.-е. проекшей хорды на этотъ 
д1аметръ), имЪемъ 


АВ=У2Е(Е—а) и Аб=ср=рВ=У2Е(Е—э); 
далЪе, Ар=ВС=2ВК=2У В". 


Примфняя теперь къ четыреугольнику АСВЬ, вписанному 
въ окружность, теорему Птоломея (АВ. СО-+АС.ВШ=АЬ. ВО, 
найдемъ | 


И2®В—) У2В—)-+У 28 (В—2)*=@У В). 
А. Ляминъ. Физ.-Мат. Хрест. т. Ш, ч. |. 15 
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Освободившись отъ радикаловъ, сокращаемъ на 2(В— т), что 
законно, такъ какъ 1-Й; послЪ приведен!я получимъ: 


423—ЗВ—Ва=0 ... (1) 


Итакъ, мы пришли къ кубическому уравнен!ю. Отсюда еще 
преждевременно заключать, что трисекця угла невыполнима 
циркулемъ и линейкой; если бы оказалось, что уравненйе (1) 
всегда разрЪшимо въ квадратныхъ радикалахъ, то отсюда выте- 
кала бы, наоборотъ, возможность такого построен1я. Однако 
легко указать случаи, когда уравнен!е (1) въ квадратныхъ 
радикалахъ неразрЪшимо. 

Пусть, напр., 4ОВ=60°; тогда а=> (такъ какъ въ треуголь- 
никЪ АОМ катеть ОМ лежить противъ угла въ 30°), и уравне- 
не (1) принимаетъ видъ 


4а*—ЗВ 4 3—0 зы) 


Полагая х=Ву (чтобы сдфлать коэффищентъ при 13 рав- 
нымъ | и освободиться оть В), получимъ для новаго неиз- 
вЪстнаго у уравнен!е: 


у3—Зу—1=0:... (3) 


Согласно теоремЪ, приведенной выше (на стр. 200), это урав- 
нен!е было бы разрЪфшимо въ квадратныхъ радикалахъ только 
въ томъ случаЪ, если бы оно имфло корнемъ +1 или —1. Такъ 
какъ этого н$тъ, то уравнен!е (3), а слфдовательно, и уравне- 
не (2) въ квадратныхъ радикалахъ неразрьшимо—трисекцая 
угла в® 60° при помощи циркулл и линейки невозможна *). 

Приведенный примфръ имфеть рьшающее значен!е; онъ по- 
казываетъ прежде всего, что общее ръшен1е задачи о трисекщи 
угла циркулемъ и линейкой немыслимо; въ противномъ случаЪ 
мы умБли бы раздфлить на три равныя части и уголъ въ 60°. 
Б-лфе подробное изслЪдован1е показыгкаетъ, что углы, трисекщя 


*) Другими словами, нельзя построить циркулемъ и линейкой угла 
въ 209; отсюда, между прочимъ, вытекаетъ невозможность построить (обыч- 
ными средствами) правильный девятиугольникъ. 
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которыхъ выполнима при помощи циркуля и линейки, прел- 

ставляютъ собою счастливыя исключен1я. Таковъ, напр., уголь 

въ 90° (для котораго а=0; въ этомъ случаЪф уравнен!е (1) 

немедленно распадется на два— линейное и квадратное), а 
90° 

слЪдовательно и всф углы типа 2". 

Итакъ, поскольку рфчь идеть о трисекщи произвольнаго 
угла, точное рЪшен1е возможно только при помощи высшихь 
средствъ. Тая рЪшен1я были извЪфстны уже въ глубокой древ- 
ности; къ изложен1ю простЪйшихъ изъ нихъ мы и перейдемъ. 


Точныя рёшеня. 


Докажемъ предварительно слфдующую лемму: 

Лемма. Если къ окружности, изь точки, леоюащей внтъь ея, 
проведены деть съкуиия— одна черезь центръ, а другая такъ, что 
внЪъшнлй ея отруъзокь фавенъ фадфусу окружности, то уголь 
между съкущими измъряется третьей частью большей изь дугъ, 
заключенныхь между его сторонами. 


Доказательство. Согласно услов!ю (см. черт. 193) 
. $©=ОС=т, 
вслЪдств!е чего 
2050=2.С08=1 
и—СО=х. 


По извЪстной теоре- 
МЪ объ углЪ, вершина 
котораго лежить внЪ 
окружности, имЪемъ: Черт. 193. 
—АВ—— Ср 

2 


обозначая черезъ а величину дуги АВ, получимъ 


080 измЪряется выражен!емъ 


На этой леммЪ прямо или косвенно основаны, въ сущности, 
всЪ три нижеслЪдующя построен1я. 


С 
откуда х= 3. 
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1) Рьшен!е при помощи бумаоюной полоски съ двумл черточ- 
ками; его приписываютъ Архимеду. Инструментъ, который 5.Ъсь 
присоединяется къ обычнымъ, чрезвычайно простъ-—это полоска 
бумаги (достаточно длинная *)) съ двумя нанесенными на ней 
черточками (см. черт. 194 сеерху). 

Пусть требуется раздфлить на 3 равныя части уголь АОВ=& 


ны 


$ ^``а4-77 С 


Черт. 194. 


(черт. 194). Изъ вершины его О описываемъ окружность рад1усомъ 
4, равнымъ разстоян1ю` между черточками би Сна полоскф, и 
пусть окружность эта пересфчетъ стороны даннаго угла @ въ точ- 
кахъ Аи В. Теперь придадимъ (чего легко достигнуть послЪ нЪ- 
сколькихъ испытан!й) бумажной полоскЪ такое положене, чтобы 
1) точка блежала на продолжён!и отрфзка ВО, 2) точка С на 
окружности, и 3) край 8С полоски проходилъ черезъ точку А. 
Согласно предыдущей леммЪ, С АБВ=4а. Теперь остается 
провести ОХ|8А и разд$лить уголь АОХ прямою ОУ пополамъ. 

2) Построен!е при помощи конхоиды Никомеда. Если бы въ 
предыдущемъ построен1и, отыскивая требуемое положене бу- 
мажной полоски, мы поступили такъ: точку 8 передвигали бы 
вдоль прямой ОВ, слЪдя при этомъ, чтобы край 5С полоски все 
время проходилъ черезъ’ точку А, то при этомъ движенш 


*) Для нашего построен1я достаточно, чтобы длина полоски была въ 
пять разъ больше, чфмъ разстоян!е между черточками. Смыслъ этого тре- 
бован!я легко уясняется изъ дальнфйшаго текста. 


Иа 


точка С описала бы ссобую кривую вфтвь—ранфе упомянув- 
шуюся конхоиду Никомеда. Конхоида эта имфеть прямую 0В 
основан!емъ, точку 4 и р 
полюсомъ и разсто- в За: 
яне 4 (отрЪзокъ ОА) 
интерваломъ *). 
Пусть, какъ пре- 
жде, требуется про- 
извести трисекшю 
угла «, вершину ко- 
тораго — обозначимъ 
буквой О (черт. 195). --. 
Возьмемъ на одной Черт. 195.. 
изъ сторонъ угла 
произвольную точку 4, проведемь окружность 4(0) и 
прямую 45, параллельную другой сторон ОВ угла а. 
Если теперь построить конхоиду, имфющую основан!емъ 
прямую 45, полюсомъ-—точку О и интерваломъ—длину ОА, 
то пересьчен!е окружности съ конхоидой дастъ точку С такого 


рода, что Есов= 5. ДЪиствительно, по свойству конхоиды, 


отрЪзокъ С8б=интервалу АО (=@) =рад!усу окружности, откуда, 
согласно леммЪ, ! 
_-0р_( РАО. 


но /1080=/СОВ и 1080=АОВ=а, слЪд. 2сов= 5. 


Изложенное построен1е имЪетъ на практик$ тотъ недостатокъ, 
что для каждаго даннаго угла требуется строить особую кон- 
хоиду. Этого недостатка лишено построен!е при помощи другой 
высшей кривой, т. наз. улитки Паскаля; къ изложен!ю этого 
псстроен1я мы и перейдемъ. 


*) Интервалъ въ данномъ случаЪф откладывается въ направленйи отъ 
основан!я къ полюсу. См. статью о замфчательныхъ кривыхъ. 
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3) Построен!е при помощи Пабкалевой улитки*) опять-таки 
легко связать съ построен!емъ посредствомъ бумажной полоски. 
Именно, приспогсобляя по- 
слфднюю, мы могли бы пЪй- 
ствовать такъ: передвигать 
‘точку С вдоль окружности, 
слфдя при этомъ, чтобы край 
5С все время проходилъь че- 
резь точку А. При такомъ 
`передвижен!и, точка 5 опи- 
сала бы улитку Паскаля. 
Пусть въ плоскости чер- 
тежа дана какая-нибудь Па- 
скалева улитка и отмЪченъ 
, Черт. 196. центрь А окружности, кото- 
‘рая служила для ея постро- 
ен1я. Если теперь перенёсемъ уголь а, подлежацИй трисекщи, 
въ положене `АОВ, затЪмь черезъь ‘точку А’ проведемъ 
прямую, параллельную ОВ до пересЪченя съ улиткой въ 
точкф 5, то прямая ‘50 раздЪлить уголъ у: (05) въ отношени 
1:2. ДЬйствительно, по’ свойству улитки, ВС =т, ‘а потому 
примфнима лемма, въ силу которой 


Ра 


Но 080= 50Ви РА0=ХАОВ=, а слЪд. 280в=-. 


Квадратура круга. 


Изъ трехъ задачъ, завЪЪщанныхъ намъ древностью, квадра- 
тура круга является, пожалуй, самой популярной. О ней часто 
можно услышать и изъ устъ не-математика, какъ о синонимЪ труд- 
наго, почти безнадежнаго дЪла. Впрочемъ, это пережитокъ прош- 


*) См. статью о замЪчательныхъ кривыхъ. 
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лаго, хотя и недавняго ; тогда убЪжден!е въ неразрЬшимости квал- 
ратуры круга проистекало только изъ безплодности всЪхъ пред- 
шествовавшихъ попытокъ, но не имфло еще современнаго науч- 
наго обоснования. 

Въ 1775 г. Парижская Академ!я Наукъ, объявляя, что отнынЪ 
не будетъ разсматривать рфшен!Й задачи о квадратурЪф круга, 
не могла еще мотивировать свой отказъ съ полной убЪдитель- 
ностью. Тогда «квадратурщики» были просто самонадфянными 
людьми, теперь это—невфжды. 

«Построить квадратъ, площадь котораго равна площади 
даннаго круга»—на первый взглядъ все здфсь ясно и понятно 
даже не-математику. На самомъ же дфлЪ отдать себЪ ясный от- 
четь въ математическомъ содержан!и задачи далеко не просто: 
это происходитъ отъь присутств1я въ услов!и задачи понят1я 
о площади криволинейной фигуры (въ данномъ случаБ—круга). 
Это понят!е можетъ быть строго обосновано только при помощи 
другого понят!1я; наиболЪе тонкаго и отвлеченнаго въ элементар- 
ной математикЪ —понят!я о предЪлЪ’. Отъ неясности этого понят1я 
у древнихъ изслЪдован!е квадратуры круга долго не могло стать 
на правильный путь. Вотъ, напримфръ, какъ современникъ 
Сократа Антифонъ «показываетъ» возможность квадратуры 
круга. Кругъ, по его опред$лен!ю, есть многоугольникъ (правиль- 
ный) съ безконечнымъ числомъ сторонъ; поэтому, для нахожде- 
ня площади круга, вписываемъ въ него многоугольники съ все 
большимъ числомъ сторонъ и продолжаемъ этотъ процессъ, пока 
не «исчерпается» площадь круга. Наконецъ, «такъ какъ для 
каждаго многоугольника можно построить равновеликй ему 
квадратъ, то слЪдовательно можно построить квадратъ, площадь 
котораго равна площади круга».—Разсуждене это не безупречно 
во многихъ пунктахъ, но заключительная мысль во всякомъ 
случаф представляетъ грубый логическ!й скачокъ. 

Прошло полтора вЪка, пока Архимедъ, опираясь на окрЪп- 
ий къ тому времени «методъ исчерпыван!я» (соотвЪтствующий 
нынфшнему «методу предфловъ») придалъ разсужден!ямъ Анти- 
фона научный вЪсъ. Пользуясь тЪми же правильными много- 
угольниками, онъ доказалъ, 1) что кругъ равновеликъ прямо- 
угольному треугольнику, у котораго одинъ катетъ равенъ ра- 
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д1усу, а другой—длинЪ окружности (въ. современныхъ обозна- 


® | 
ченНяхъ этому соотвфтствуетъ тождество: о 27т) и 2) 


что длина окружности въ опредЪленное число разъ (приблизи- 
тельно (съ избыткомъ) въ 34 раза) больше своего даметра. 
Съ этого момента истор1я квадратуры круга сливается съ исто- 
р1ей числа л, выражающаго*) отношен1е длины окружности къ 
д1аметру. Въ самомъ дфлЪ, если бы мы умЪли построить отрЪзокъ 
въ л разъ болышй даметра, т.-®. построить длину окружности, 
то сразу превратили бы (согласно первому изъ приведенныхъь 
выше предложен!й Архимеда) кругъь въ равновелиюй прямо- 
угольный треугольникъ, а затЪмъ—по извфстному правилу— 
треугольникъ въ квадрать. Обратно, имЪя квадратъ, равнове- 
лиюЙ кругу и идя обратнымъ путемъ, мы легко построили бы 
длину скружности. Такимъ образомъ обЪ задачи—«квадратура 
круга» и «спрямлен!е окружности»—тЪсно связаны между собой. 
Еслибы число л было ращональнымъ, то спрямлен!е окружности 
не представляло бы затруднен!й, такъ какъ умножен!е и дЬлен!е 
отрфзковъ выполнимо при помощи циркуля и линейки. Однако, 
и въ случаЪ ирращональности числа Л, спрямлен1е окружности 
было бы выполнимо обычными средствами, если бы л выражалось 
при помощи конечнаго числа .радикаловъ и притомъ только 
квадратныхъ. Для такого выражен!я—какъ это нетрудно про- 
вфрить—всегда можно подобрать уравнен!е съ цфлыми коэффи- 
щентами, однимъ изъ корней котораго оно является. Такъ воз- 
никъ (уже въ недавнее время) болЪе общий вопросъ относительно м, 
а именно—можетъ ли число л служить корнемъ алгебраическаго 
уравнен!1я или н$фтъ?’ На современномъ математическомъ языкЪ 
вопросъ этотъ формулируется такъ: является ли число п алгебраи- 
ческимъ или трансцендентнымъ? 
Кь рЪшен!ю этихъ основныхъ вопросовъ-—сначала объ ир- 
ращональности, а затЪмъ о трансцендентности числа 7, созна- 
тельно или безсознательно ‚ шли всЪ серьезные геометры, искавш!е 


*) СлЪдуетъ отмЪтить, что отношен!е длины окружности къ д1аметру 
долгое время не имЪло спешальнаго обозначен!я. Символъ п сравнительно 
недавняго происхожден1я—онъ введенъ въ науку Эйлеромь (1707—1783). 
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ккадратуру круга. ЦПолъ этимъ угломъ зрЪфн!я, мы перечислимъ 
главные этапы въ истор!и числа 7, начиная съ Архимеда и слЪпуя 
хронологическому порядку. 

1 в. До Р. Хр. Артимедь находить для л приближенное 


3 
значен1е = (—3,14285... въ то время, какъ на самомъ дЪлЪ 


1=3,14159...), пользуясь правильными вписанными и описан- 
ными многоугольниками. Методъ Архимеда остается основнымъ 
для всЪхъ послфдующихь вычислителей вплоть до появлен1я 
анализа безк.-малыхъ; этотъ же методъ перешелъ въ современные 
элементарные учебники. 

И в. доР. Хр. Астрономъ Клавдз\й Птоломей даетъ для л 
болЪе точное значен1е, которое въ принятой имъ шестидесяти- 
ричной систем счислен1я выражается такъ: 3°3’30”, т.-е. 


За Е и 3,14166 
60° 60? 3120=3, `” 


У. в. поР. Хр. Индусск!й математикъ Аръябтатита предлагаетъ 
3927 
лля Л значен!е 1250 = 81416: Это дЪйствительно замЪфчательное 


для того времени приближен!е позднЪйше индуссюе мате- 
матики считали точнымъ отношенйемъ длины окружности къ 
д1аметру; они же пользовались, когда не требовалось особой 


точности, легко запоминаемымъ выражен!емъ: л=У10= —=3,16.. 
невЪрнымъ уже на второмъ десятичномъ знакЪ. 

ХУ в. по Р. Хр. ознаменовался двумя крупными событ!ями 
въ истори числа 7. ГолландсоЙ инженеръь Адурзань Мец 
нашель для Л приближенное значенйе, далеко оставляющее 
позади всЪ предшествующя, и уже вполнЪ достаточное 


для нуждъ практики. Это значене "> — 3,1415929.. непра- 


вильно только на 7-мъ десятичномъ знакЪ.—Другой крупный и 
теоретически-важный шагъь сдЪлалъ основатель современной 
алгебры Рета, давъ впервые точное аналитическое выражение 
для площади круга. Именно, если д1аметръ круга принять рав- 


| 
| 
, 
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нымъ 1, то площадь его можетъ быть представлена въ вид\ 


ка Ги ВИ: Е о 


откуда 


ИРИНУ ИРУРУР 


Вета не задается вопросомъ о сходимости найденнаго имъ 
безконечнаго произведен!я, какъ того требуеть современная 
математическая строгость; 
однако, позднфйшими ма- 
тематиками доказано, что 
формулы его справедливы. 


шой точностью, Формула 
В!еты неудобна; самъ онъ 
нашель для ол предБлы 
3,1415926535 и 3,1415926537, 
но уже съ помощью тради- 
цюннаго Архимедова  ме- 
тода. 

Къ этому времени вы- 
числен1е л со многими де- 
сятичными знаками пр!- 
обрЪтаеть въ рукахъ вто- 
ростепенныхъ математи- 

Франсуа В!ета. ковъ нЪсколько спортив- 

654 —4692), ный характеръ, не оправ- 
дываемый ни практическими, ни теоретическими сообра- 
жен1ями. ВслЪфдъ за Адраномь Романскимь, вычислившимъ 
при помощи 2-угольника 17 десятичныхь знаковъ числа т, 
голландск!й математикъ Лудольфь вань Цейлень опредфляеть 
сначала 20, а затЪфмъ 32 правильныхъ десятичныхъ знака. 
Поразительное терпфн!е этого вычислителя было оцфнено 
потомками: число л долгое время, особенно въ германскихь 
странахъ, носило ‘назван!е «Лудольфова числа». 


Для вычислен!я л съ боль- 


об-е 


Х\УП в. по Р. Хр. Голландсюе физико-математики Смелмй 
и Гюйгенсь вносять свфжую струю въ вычислительную работу 
своихъ предшественниковъ; они задаются вопросомъ, цфлесо- 
образно ли, рабски слЪдуя методу Архимеда, прибЪгать къ много- 
угольникамъ съ такимъ колоссальнымъ числомъ сторонъ—и 
дЪъйствительно находятъ значительныя упрощен!я. Такъ Гюй- 
генсъ уже при помощи 60-угольника вычисляетъ правильно 
9 десятичныхъ знаковъ(по методу Архимеда ихъ получилось бы 2). 

Гораздо важнЪфе были изслфдован!я другого рода, которыя 
шли по пути, намфченному Ветой. НарождаюшИйся анализъ 
безконечно-малыхъ далъ могучее оруде для аналитическаго 
изслЪдован1я числа лЛ—при помощи безконечныхь рядовъ, 
произведений и непрерывныхъ дробей. Одна за другой появились 
слздующ!я формулы 


Валлиса (1616—1703) 


я 22446688 

2 13355779 | 
Броункера (1620—1684). 

4 1 

т. 

л 2 ——25 

| +49 81 
2 —— 121 


Лейбница (1646—1716) 

| Теа 1.24 1 
В т 

«Вычислители» снова получили благодарный матер!алъ, за- 
ставивШ!й ихъ забыть правильные многоугольники. Теперь 
английскому математику Машину не стоило большого труда 
вычислить Л съ 100 десятичными знаками *). 

ХМ в. по Р. Хр. При помощи безконечныхъ рядовъ и ком- 
плексныхъ чиселъ, Эйлеръ (1707—1783) установилъ замЪчатель- 


*) Рекордъ въ этой области установленъ недавно Шенксомь; онъ вы- 


числилъ 700 десятичныхъ знаковъ. 
3 
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ную зависимость между числами е (основан!е натуральныхъ 
логариемовъ) и л: 
ет, гл = И-—1; 

онъ же далъ для обоихъ этихъ чиселъ нфсколько изящныхъ раз- 
ложен!й въ ряды и въ непрерывныя дроби, ОтнынЪ судьбы чи- 
селъ еи т оказались тфсно связанными; эта плодотворная связь 
привела въ недавнее время къ окончательному выяснен!ю гри- 
роды числа л. 

Формулами Эйлера воспользовался швейцарсв!Й математикъ 
Ламберть (1728—1777) для доказательства того, что уже пред- 
видЪлось ранфе, а именно иррацюнальности числа 7. Этимъ 
былъ положенъ предфлъ продолжавшимся еще и въ то время 
попыткамъ дать «точную величину» числа т. 

ХИХ вЪкъ принесъ окончательное разрфшен!е вопроса о ха- 
рактерЪ числа л. ПослЪ того, какъ Лежандфръь (1752—1833) до- 
казалъ, что не только м, но и л* есть ирацональное число, онъ 
имфлъ уже основан!е высказать слЪдующую догадку: «пред- 
ставляется вЪроятнымъ, что число Л даже не принадлежить 
къ классу алгебраическихъ иррацональностей, т.-е., что оно не 
можеть быть корнемъ никакого алгебраическаго уравнен!я съ 
конечнымъ числомъ членовъ, коэффищенты котораго рацю- 
нальны. Но эту теорему повидимому очень трудно строго дс- 
казать»... Другими словами, Лежандръ догадывался уже, что 
л—число трансцендентное. Подтвержден!е этой ген1альной догад- 
ки не заставило себя долго ждать; въ 1873 г. Эрмить доказалъ 
трансцедентность числа е, а въ 1882 г., идя по тому же пути, Лин- 
деманз доказалъ ту же самое для числа л. Спустя 3 года, велиюмй 
Вейерштрассь объединилъ оба доказательства при помощи упомя- 
нутой выше формулы Эйлера. 


Мы уже говорили, каковы геометрическмя послфдствя 
трансцедентности числа п. Это обстсятельство показало, что 
спрямлен!е окружности, а, слфдовательно, и квадратура 


р О 


круга невозможна при помощи циркуля и линейки. И не 
только при помощи этихъ инструментовъ; въ противопо- 
ложность задачамъ Дел]йской и о трисекщи угла, квадратура 
круга неосуществима до тфхъ поръ, пока мы ограничиваемся 
инструментами, вычерчивающими как!я бы то ни было алгебраи- 
ческ1я (т.е выражаемыя алгебраическими уравнен1ями съ Ц$- 
лыми коэффищентами) кривыя. 


Что касается трансцендентныхъ (не алгебраическихъ)кривыхъ, 
то примЪнимость нфкоторыхъ изъ нихъ къ квадратурф круга 
была извЪстна уже древнимъ грекамъ. Такъ, ученикъ Платона 
Диностратз указалъ на возможность осуществить квадратуру 
круга при помощи трансцендентной кривой «квадратриссы», от- 
крытой Гипшемъ Элейскимъ(см. статью о кривыхт). Такихъ транс- 
цендентныхъ кривыхъ можно придумать сколько угодно; однако, 
сложность вычерчивающихь ихъ инструментовъ лишаетъ эти 
построен1я практической цфнности. ПослЪфдней, наоборотъ, въ 
высокой степени обладаютъ нЪкоторыя приближенныя построе- 
н1я, съ которыми мы имФемъ въ виду ознакомить читателя. 


Приближенныя р5шеня. Первый памятникъ математической 
литературы-—Папирусъ Ринда, составленный, какъ было упо- 
мянуто ьъ [том хрестоматши, египтяниномъ Ахмесомъ при- 
близительно за 2000 лЪть до Р. Хр.,—уже содержитъ прибли- 
женную квадратуру круга. Тмъ замЪчательнЪе, что квадратура 
эта обладаетъ точностью, весьма значительной для того времени 
и достаточной для грубыхъ (напр. землемфрныхъ) построенй. 

Папирусъ Ринда безъ всякихъ доказательствъ даетъ слЪдую- 
щее правило, найденное, вЪроятно, опытнымъ путемъ: «площадь 
круга равна площади квадрата, у котораго сторона есть ща- 


ыы е 
метръ круга, уменьшенныи на 9 своеи длины». 


Приведя это древнфйшее построен!е, имЪфющее ` теперь 
только исторический интересъ, перейдемъ къ современнымъ, 
боле точнымъ. Чтобы имЪть правильное сужден!е объ ихъ 
цфнности, слЪдуетъ имть въ виду, что предфльной для нашихъ 


] 
инструментовъ является точность въ 70 ши., построенця, даю- 
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] 
щ1я ошибку (теоретическую), меньшую — тш., практически 
10 
не отличаются объ абсолютно-точныхъ. 


1) Построенле Маскерони замЪчательно тфмъ, что произво- 
дится однимъ циркулемъ (который, какъ извЪфстно, является 
боле точнымъ инструментомъ, чфмъ линейка). Исходя изъ 
произвольной точки 4 окружности, 
строимъ послфдовательно точки В, 
С и Ш, образующя, вмЪстЪ съ А, 
четыре вершины правильнаго впи- 
саннаго въ окружность шестиуголь- 
ника. Для этого достаточно изъ точ- 
ки А, какъ изъ центра, сдЪлать на 
данной окружности засЪфчку рад!у- 
сомъ, равнымъ рад!усу окружности; 
затьмъ повторить то же построен1е, 
исходя изъ точки Ви т. д. Прово- 

Черт. 197. димъ окружности А(С) и (В), ко- 

торыя пересЪкутся въ точкЪ ЕЁ. Если 

теперь провести дугу окружности В(Е) до пересЪчен1я 

съ данной окружностью въ точкЪ ЁР, то разстоян!е АР при- 
ближенно представитъ длину четверти окружности. 


Доказательство. Примемъ рад1усъ окружности за единицу. Изъ 
прямоугольнаго треугольника АОЕ, въ которомъ АЕ=АС (сто- 


рона прав. впис. треугольника) =УЗ и АО=1, находимъ: ЕО= 
=У(У3)—12=И2. Если вычесть изъ ЕО апоезму ОМ прав. 


3 
вписаннаго шестиугольника, равную — то получимъ: ЕМ= 


= 2—3 ЗамЪфчая, что вм= | 5' найдемъь изъ прямоуголь- 


наго треугольника ВМЕ, что ВЕ = ии) У () 


=У 3—6. Если, наконецъ, обозначимъ отрфзокь АЕ, под- 
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лежаш!й вычислен!ю, черезъ т, то стороны и щагонали четыре. 
угольника АВГЕШ выразятся такъ: 


А4В=1 $ ар=2, вЕ=вВЕ=У 3—6, вИ=У 4—7? * АЕ ВНИИ 
и ВРЕуЗ. 


ПримЪфняя къ вписанному четыреугольнику АВЕП теорему 
Птоломея (АВ. РО+ВЕ. АР=АЕ. ВО), получимъ: 


1/4 +ИУз—Уб.2=лу3. 


Освобождаясь отъ радикала У 4, дфлая приведене и 
сокращая на 4, получимъ квадратное уравнен!е 


1] / э—зУ6-—У5—2)=0; 


положительный корень этого ур-!я будетъ 


ы=5(Иэ—3у5+ у! +У8)=1,5712... 


Истинная же длина четверти окружности (при рад1усЪф =1) 
есть 


— 1,5707... 


м4 


3 


Отсюда видно, что ошибка въ построен!и Маскерони меньше 


т о части рад!уса; если послфдн!й не превосходитъ, напр., 


| 
1 дециметра, то ошибка будетъ меньше т шт. 
2) Слъдующее построен!е (циркулемъ и линейкой) даетъ еще 


меньшую теоретическую ошибку. Пусть дана окружность съ 
центромъ 0; проводимъ ц!аметрь АВ и касательную АТ. Изъ 


*) Равенство гр =у 4—5" выводится изъ прямоуг. тр-ка АГРО, гдЪ 
Ар=2 и АР==х. 
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центра О, подъ угломъ въ 30° къ рад!усу ОД, проводимь г;имую 
и отъ точки С ея пересфчен!я съ касательной АТ отклалооаемъ 
на послЪдней о:рьтокъ 
САШ, равный 5 раму- 
самъ. Тогда ВП ггибли- 
женно представить дли- 
ну полуокружности. 
Дъиствительно0о, АС = 


1 
= 5 ОС такъ что изь 


ыы. прямоугольнаго тре- 
| угольника ОАС имЪемъ: 
АС? 1 = (2АС)?, слЪд. АС= И АД =3— :. а изъ 


прямоугольнаго треугольника АВГ получимъ: 


во-у ро У! ину) ЗУ 141533.. 


ра 


Сравнивая этотьъ ревультать съ дЬйствительной длиной 
полуокружности : 


, л=3,14159.... 
видимъ, что теоретическая ошибка въ нашемъ построени состав- 


| ‚ 6 
вляеть около ОО рад!уса, такъ что ‘становится ощутимой 


только при рашусЪ, большемъ 1 метра. 


3) Построене Шлехта приводить къ еще болфе точнымъ 
результатамъ. Проводимъ щаметръ и касательную черезъ точку 
ва | а таща В 2 
А окружности. На касательной откладываемъ АВ=-. и ВС = г 
рад!уса, на продолженномъ щаметрЪ откладываемь А)=ОВи, 
наконецъ, проводимъ ОЕ| ОС. Тогда АЕ приближенно воспро- 
изведетъ длину окружности. 
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ДЪйствительно, изъ прямоугольнаго треугольника ОВ 
находимъ: 


+ Е 
Черт. 199. 
ЗамЪфчая, что АС 3 рашуса, изъ ао — -- най- 
5 АР АЕ 
цемъ, что 
т 


АЕ=-У146=6,283184...., 


25 
въ то время какъ истинная длина окружности есть 
2к =6,283185.... 


Ошибка можетъ стать замфтной лишь при рад!усЪ въ 50 ме- 
тровъ. 


ОГЛАВЛЕНТЕ. 


Предислове .. А а 

Изъ истори развития геометрм . За а а 

Н\+сколько задачъ. Изъ шести спичекъ-—-четыре треугольника. 
Сосудъ съ водой. Мостъ черезъ рЪку. Карандаши и нитки. Задача 
столяра. Геометрическая загадка. Земля и апельсинъ. Интересное 
тЪло. Задача о паукЪ и мухЪ....... ; | 

Задачи на вычислен!е геометрической зоятнести 9 

Геометрические парадоксы и паралогизмы. Отрфзки двухъ па- 
раллельныхъ прямыхъ, заключенные между непараллельными. 
равны. ОтрЪфзокъ прямой равенъ части этого же отрфзка. Сумма 
катетовъ равна гипотенузф. Окружность круга равна его д!аметру. 
Одна изъ сторонъ треугольника равна суммЪ двухъ другихъ. Изъ 
точки, лежащей внЪ прямой, можно опустить на эту ирямую два 
перпендикуляра. Изъ точки, взятой на прямой, можно возставить 
къ этой прямой два перпендикуляра. Черезъ точку внф прямой 
можно провести къ этой прямой двЪ параллельныя. Хорда окруж- 
ности равна ея д!аметру. Окружность имфетъ два центра. ВсЪ 
треугольники—равнобедренные. Тупой уголъ равенъ прямому. 
Площадь квадрата не равна квадрату его стороны. Выводъ нелЪ- 
пыхъ равенствъ (143:=145; 63=64). Любопытный парадоксъ . 

Мосты и острова, вычерчиване фигуръ съ однаго почерка, 
лабиринты. Кенигсбергск!е мосты. Теор1я Эйлеровыхъ странство- 
ваний. Московск!е, Петербургск!е и Парижске мосты. Подпись 
Магомета. Рисунокъ М. Кантора. Интересныя фигуры, вычерчи- 
ваемыя съ одного почерка. Легенда о лабиринтахъ. Теор!я лабирин- 
товъ. Правила Тремо. Образцы лабиринтовъ . о 

Ходъ шахматнаго коня. Задача Эйлера. ан ей 
нЪкоторыхъ задачъ на ходъ коня. Магические ходы коня 

Симметр!я и ея проявленНя въ природф. Симметр!я точекъ и 
плоскихъ фигуръ. Параллелограмматическая сЪтка. Симметр!я 
пространственныхъ фигуръ. Параллелограмматическая рфшетка. 


Стран 
3 4 
5 44 
45—-59 
60.--54 
65—84 
85—106 
107—112 
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Свойство элементовъ симметрии. Симметр!я въ м!рф животныхъ. 
Симметр1я въ м1рЪ растений. Симметрая въ м!рЪ кристалловъ. Сим- 
метр!я среды . И И р 
Геометрия и природа. и гармоническаго ея вь ощу- 
щен1яхъ слуха. Принципъ золотого дфлен!я въ области зритель- 


ныхъ ошущенй. Аполлонъ Бельведерск!й, Пареенонъ. Золотое 


длене въ мШЪ растенйй. Форма пчелиныхъ ячеекъ. Жукъ- 
геометръ И 
Теорема Пиеагора. Исторический обзоръ. Различныя доказа- 
тельства теоремы. Слфдств1я, обобщен!я и аналоги. Обратная 
теорема. Пиеагоровы числа. Героновы треугольники 
Складыване и переложене фигуръ. Характеристика задачь 
на складыван!е и переложен!е фигуръ. Госи!из Архимеда. За- 
дачи. Общая теор1я перекраиван!я фигуръ. Можно ли два равно- 
великихъ многогранника преобразовать одинъ въ другой путемъ 
разрЪфзан!я ихъ плоскостями и перекладыван!я частей? Работы 
ЕН ев, Бо рае В а а нь Вы 
Теоря  геометрическихьъ  построенй. Постулаты Эвклида, 
имЪфющ!е въ виду геометрическ1я построен!я. Средства построе- 
н1я. Построен!я при помощи циркуля и линейки. Методы построен- 
нй. ПримЪфры. Построен1я посредствомъ линейки (Штейнеровы 
построен!я). Примфры. Построен1я посредствомъ циркуля (по- 
строен1я Маскерони). Примфры. НЪкоторыя иныя средства по- 
строен1я. Классификац!я задачъ на построен!е. Доказательства 
НЕВОЗМОЖНОСТИ Е: ол промо а я 
Задачи на построенше. Построен1я при помощи циркуля и 
линейки, при помощи одной линейки, при помощи одного циркуля 
{11 задачъ). За бе еее в о, ре была 
Знаменитыя задачи древности. АНЯ очеркъ. ное. 
не куба (Дел!йская задача). Точныя и приближенныя рЪшен1я. 
Трисекщя угла. Точныя и приближенныя рфшен!я. Квадратура 
круга. Истор1я числа п. РЬшен!е задачи при помощи трансцендент- 
ныхъ кривыхъ. Приближенныя рЪшен!я задачи при помощи обыч- 
ныхъ чертежныхъ инструментовъ. 
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‚книга А. А. ЛЯМИНА 


Физико- Математическая 
—— Арестомат!я, —— 


Томъ Ш-— Геометрия, книга 2-ая. Цна | р. 25 к. 


Изд. фирмы «Сотрудникъ Школъь, А. К. ЗалБсской. 


Краткое содержан!е книги: Аналитическая геометр1я въ плос- 
кости и въ пространств$. Безконечно-удаленные элементы. За- 
мЪчательныя кривыя. Начертательная геометр!я. Проективная 
геометр!я. Дифференщшальная геометрия. Приложен!е инте- 
гральнаго исчислен!я [кь геометр!и.` Апа1у$1$ $Йиз (геометр1я 
положен!я). Исчислене положенй. Вектор!альный анализъ. 
Теор!я  эквиполенцьъ  Беллавитиса. Четвертое измфрене. 
Неевклидова геометрия. | 


КромБ того имЪется въ продажБ: Физико-Математическая Хре- 
стомат!я, томъ 1-—Ариеметика, цфна 1 р. 25 к. и томъь П— 
Алгебра и Анализъ, цфна Тр. 50 к. СлБдующе выпуски— 
томъ [М—Тригонометриуя и Астроном!я и томъ У— Физика и 
Физико-Хим!я— готовятся къ печати. 
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„СОТРУДНИКЪ ШКОПЪ А. К. ЗАПЬЪССКОЙ4.. 
москв А, Поодвиженка, д. Армаидъ. 
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БОГОЛЬПОВЪ, п. Сборникъ устныхь м письмен- 
мыхъ аряеметичьнкихь задачъ. 8-е иал. Ц 40к. 
Мин. Нар. Просв. допущено въ качествь 
БОЛ НО пособя въ янзшихъь училищах. 
РА объяснительнымь текстомъ,. Ц. 75 к. 
Мин, Нар. Просв. включено въ каталог 


БУ КНигъ иля низших Училищь. 


автора. 

БУЦЕВИЧЪ. Собраще тесметрическихь задачь 
ма построено; а по Бекелю,Каталану, 
Рейноду н пр 

ВПО ЦЕНОВОЙ бориинь плгебрамчеснахь 
уравнан:й съ оъшенямм и объясненями ка- 
ждаго типа. Пособ!е для учащижся срецязй 
‚школы, вкстерновъ‘м нонкурсантовъ. Ц. 20 `к. 

ВМНОГРАДОВЪ. Арнемет. упражн. и.задачи для 
рИОоВи: клас. средн. уч. завед: н начальв. 


Ц. 35 к 
ГАЛАНИНЬ, ди ариометика. Ч. Г. -Ц. 50 к. 
То же. Ч..11. Ц. 50 к. 
Начальная элгобра въ связа съ прооздевт: 
вуреомъ геометрии. Ц. 75 к. 


— Воеденс къ шетодинь ариометиии. Пособ1е 


Ъ. Метричесная система. СТЪУнНая таблица В 


ХАРЕВЪ. Руцоводстко къ счетамъь ‘того же. 


для прохожденя ‘методики въ 8 мл. ж. гимн. 


н учит. семим. Ц. 80 к. . 
ИВАНОВЪ, А. Начальная алгебра въ кратк. ивложк. 


я собр. зацачъ, для торговыхъ шиолъ, вечер-`. 


нихъ классовъ и самообразован!я. 80 к. 
ИЗВОЛЬСНИЯ, Н. Гзолотза па влосности (пла- 
_ вим.). Ц. и р. 20 нк. 


Бо французскомъ журнал +’ Епоеценетет ^ 


Мабтаваие». № 3, 15 Ма! 1912 дана рецензия. 


на полный курсь гесметр!и: ’адошмегай,. еп =: 
- тпипай{, дие 1ез З&НтИНопз зоп& ЧЮщоитз: ‘> 

1тёз с1а1те$ 64 1е5 9ётопз4гаНопз {ог Ыеп ргё-. > 

8е116е5... Е се1а геп4 юг{ аИтауате За. десвит 


де зоп Путе 


Русская Школа (№ 5—6 за 1912 г.). и 
Почтемный и разработанный до мелочей трудъ ':_ 
автора ложеть служить ‘прекрасною `подруч- `` 
вою кнчгою для учителей; не -нсвичковъ въ 
преполгван!и. Еше большую услугу окажеть. _ ве 
на НЫ стремящимся отойти. 
3-5 Задачи на -чиела любей величины. Вып. И. 


> - 


КАТАНОВЬ. Е. для И ознаконленй ь: 


съ дребами. Въ краскахъ. Ц. 2 к. 
КУТУЗОВЪ, Н. Нагпядная геометрия. Для двух- 
ияассныхь школъ М. Н. ПР. и друтихъ: на- 
чальныхь училищь съ повышеннымъ курсомъ, 
съ 200 чертежами въ текст. Ц. 70 к. Г 
ЛЕНЧЕННО. Простёйш!й способъ рышеня за- 
‚ дачъ на правяла: тройное, процентовъ, учета 
векселей, въ связи съ метод. указан! ями. Ц. 15к. 
ЛИЦМАНЪ, Преподаяам!е ариеметики. (Современ- 
ня картива прелодаваня ариеметики въ 
Германи). Переволъ Д. А. Бемъ и Р. 3. т 


_`СВАР Ичоасн! 


подъ редакшей Волиьеа, съ дредислоя|ем» 
тие. Нлейня. 

ЛЯМИНЪ. Фиязимо-матемят, хревтошая. Т „1. 
Ариеметика, Ц, 1 ъ. 25 к. . 

"Го же. Т. ПИ. Алгебра Ц. 1.р. 50 к 

— То же. Т. ПИ, Гвом2тр1я, Кя. - т 1.25 и. 
Ки. 2-я. Ц. Тр: 25 к. , 

— То же. Т.1У. Тригономатр!я ‘и абстроновя. 

— Тоже, Т.М. Физика и Физико-химя. готовятся 

‹ мъ печати. 

— Задачи на а требуем. при`испыт. зр3- 
„Лости, Ц. к. 

МАЗИНГЪ, НК. о задачъ яо математииь, 
‚„служизшихъь во всфхь учебныхь округать 
` Росси аля нспытан!я ‘эрЪлости ‘въ гимназяхь _ 
я. для. выпускныхъ экзаме Въ въ реальных’ 
‚ училищажъ. Изд. ‘8-е, домбляенное. Ц. 45 м. 

НАГЛЯДНОЕ ПОСОЗЕ ПО ПЛАНИМЕТРЫ, изъ 
картона. 1 р. 65 к. изъ дереза ЗО р. 

ОСТРЕЙНО, С. П. Наглядное побоб{а: для стерчо-_ 
и построен въ изящиой коробив. 


 ПРЕОБРОЖЕНОНИЙ, п. Рукокодетво прямолиней- 
‘ной ‘тригонометрии. Изд. 2-е. Ц. 60 к. - 

РЕЙДТЬ. Собран!е стервометричвеняхъ задачь, тре- 
бующнхь примфнешя тригонометрии. Перез. | 
НАРА подь рец. Т. ©. Сварячэв- 
скаго. Ц. `25 

РУНОВОДСТВО нЪ УПОТРЕБЛЕНЮ АРИВМЕ- 
ТИЧЕСНАГО ЯЩИНА 6ъ „рядонъ сыстем. 
‚ пробныхь уроновъ; Ц. | 

‚ Т. Методичеси.. сборяикъ арие- 

. етич. задач, раздал. - по. Зипамъ, съ рёшен. 
Ц. 20 к. ` 

ты Методический . еборникь- ‘Помотричевнихь ва- 
`дачь на тъла. вращания.: Ц: 50. м. 

„— Атласъ ргаграамъ. для ‘нагляделко ‘препода- 

Е не и. по :‘пабораторному методу. 


— 


: Ц. 6 
СВАРИЧОВСКИЙ, т. а Опнсаме и 


указан способа примъ женя прибора при 
школьномъ преподаващи. Ц. 10 к_ 


`СТАРОГРАДЕНИЙ, И. Задачи на чиела _иодвой 


. вотни.: Вып: [. Иэд: 2-е, исправленное |: до- 
`полненнбе; Ц}, 15.к. : 


Изд. 2-®, ВНЕ и дополненное, Ц. 20 м. 
Мин. Нар. Просв. допущено въ библ. сельсм. 
‚; йач. народн. училищь. : 
ТАБЛИЦА УМНОЖЕНИЯ И` ПИОАГОРОВА 
ТАБЛИЦА, въ двухъ краскатъ. Ц. 10 к. 
ФИЛИПЛПОВЫ, Д. и 0. Сборнинъ армеметичаснихь 
примфровъ для начальныхь училищъ. Вып. 1. 
ДЪЬйсиия до 20, на круглые десятки до 100. 
Счетъ т 100. Ц. 10 к. 

— Вып. |. Первая сотия. Ц. 10 к. 

ХАЙ ЛОБ, н. Сборникъ геометричесникъ задачь, 
Изд. 3-8, исправленнсе и дополненное. Ц. ы м. 


„Сотрудникъ школъ’‘ А, ЦН. ЗАЛЪССКНАЯ. 


Москва, Воздвижеяна, 


13. 


РОЗНИЧНЫЕ и ОПТОВЫЕ МАГАЗИНЫ: | 
кингъ, учебиыкъ посоЙ, письменныхъ и канцелярскихъь принадлежностей: 
Ф АБРИНА: 
влобусовъ, учебныхь пособ, обравовательныкъ игръ, физическихъ прнборовъ и проч. 
НАГЛЯДНЫЯ ПОСОБИЯ 
ао математикЪ, физикЪ и оборудэван]е физнческихь кабинетовъ. 
Каталогъ учебныхъ пособ 1: высылается ‘по порвему тробевяит м. 


и 
‹ 


Имбются въ продажь спБдующея .. 
книги того же автора: 2. 


й а хрестомоийи, т. |-- Ариоматщи ьт 
Ц. 25 К ле Я 
2) же, т, |>_Алёвбра, ц. ВР. 50 к. о 

3) Тоже, т. 11.-—Геометря, книга 2-ая; ц. № р725 к: . 
4) Прямолинейная тригопометр:я. для средне-учебныхь_ \”- и 
веден!й. Ц. 60: к. Изд. о 
Ученымь Кошитетомъ Мии, Нар; "Фросв. донущена ‘въ качестьй руковёл» 
ства для мужскихъь гимнав!Й. 


‚ Клавн. Управл., военно-учёбн, > вавед, допущена. въ фундамент. бибя.` 
кадетских корпусовъ. ; 


5} `Методичесый сборникъ задач иряможнисйной тригоно.. : 
(&ъ приложенемъ СТЕНОЙ. таблицы: ‘формуль тригоно- 
мери). Ц. 75 к Ид. 2-ое.` .7 
Ученымъ Комитетомъ. Мин, Нар. Просв. допущен 5. _качесть® пособуя ` 
ля среднё-учебныхъ завёденй. 
Главн. Управлп. военно- чебн. ‘завед. Попущени, въ фунваент. библ. ка- 
детскихъ ‘корпусовъ. — 


5) Изм нене- триг.. фуний: ‘ель: измфнешемъ. ут. ‹На- . 
о вособе. Въ "примьнены: иридий. живой- фотографии). 
25`к..-‘:-- ия 
- Ученым.  Кожнтетонь рн. ее Просвь допущрио зы начбстйь `яеобяват. г 
особ я ция среднё-учебныхь. заведен!й.. 
вр) Приложение алгебры къ ‚теме. пля. ‘мужекихь гии- 
назй. Ц. 25 к: ое 


` Ученымъ. ` Комитетом. Ман. Нар. “ рим иск ‘качеств иеобязат, 
пособ1я для. Е имнай». о _ | ь 
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`кИиги А. А. ЛЯМИНА 1 и т. 6: СВАРИЧОВОКАГО. 2” 


1) Методический ` ебориикъ ‘теометрическихь, задачъ ‘на `вы- 
‚мисленю, ч. Е: и Ч, П—Стереометры. Цвна "каждой 
части 70 коп. - 

-`2) Учебникъ прямолинейной рихонометри . (Составданы при- 
иъмительно- къ программ “Мин: Нар. Просв. отъ_26-и зе поия` 
1906 года), ч. Ги ч. ПИ. Ц®на-каждой части 50 коп. 


Уч, Ком. Мин. Нар. Просв. и `въ, качествЪ руководства вля 
средне-учебныхъ заведен. . . | 


печатаются и готовятся къ. печати 
1 Фивзико-Математическая трестомат!а, т. 1\. —Тригоно- 
метр!я и Астроном!я. т. \У.—Физика`и Физико-ХимИЯ. 
2) Методичесый сберникъ вадалъ по. куреу алгебры, ч. Ци, Ш 


